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3 Cas des systèmes homogènes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3 Calcul matriciel 11

1 Rappels sur les matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2 Multiplication . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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iv Méthodes numériques – Gea 2– 2007-2008
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4.2 Résolution par les différences finies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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Avant-Propos

C
e cours constitue un approfondissement du cours d’analyse numérique de première année. Les méthodes
numériques sont en effet très employées en physique, chimie ou biologie, pour résoudre des problèmes
complexes, car issus du monde réel. Si la description d’une méthode particulière est parfois détaillée,
l’objectif de ce cours est plutôt d’offrir un panel assez vaste des méthodes généralement employées

pour résoudre numériquement des problèmes. Une bibliographie relativement complète est fournie et permettra je
l’espère au lecteur de trouver rapidement une information précise et technique.

Les justifications mathématiques de la validité de telle ou telle méthode sont parfois données et parfois omises,
selon leur complexité et l’intérêt qu’on trouve effectivement à les vérifier en pratique.

Enfin, si les logiciels de calcul numérique sont très utilisés dans de nombreuses disciplines scientifiques, il est faux de
penser qu’ils sont suffisamment perfectionnés pour résoudre tous les types de problèmes en choisissant une méthode
de leur propre chef. L’intervention humaine est toujours nécessaire dans le choix des méthodes et appréciable en
ce qui concerne les vérifications. Le but de ce cours est aussi de permettre à un utilisateur de logiciel de calcul
scientifique de sélectionner les méthodes qu’il utilise en connaissance de cause.
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Notations

‖.‖ norme d’un vecteur ou d’une matrice
cond (A) conditionnement de la matrice A
AT matrice transposée de la matrice A
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sgn(x) fonction signe, valant 1 si x > 0, -1 si x < 0 et 0 sinon
O(f) notation de Landau−→∇f gradient d’une fonction vectorielle
[[m..n]] [m,n] ∩ N
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Chapitre 1

Problèmes de méthodes numériques

C
e premier chapitre constitue une sorte de ((recueil)) de quelques uns des problèmes spécifiques au
caractère numérique et approximatif des méthodes présentées. En particulier, les problèmes d’arrondis
liés aux codage des nombres ne seront plus abordés, mais ils sont bien sûr omniprésents par définition
en calcul numérique.

1 Conditionnement d’une matrice

Ce premier problème n’est pas lié à proprement parler à la résolution d’un problème sur ordinateur. Néanmoins, il
se rencontre dans des problèmes qu’on est le plus souvent amené à traiter numériquement. Nous en parlons donc
ici. Considérons l’exemple suivant dû à R.S. Wilson :

A =


10 7 8 7
7 5 6 5
8 6 10 9
7 5 9 10

 b =


32
23
33
31


Nous cherchons à résoudre le système : Ax = b dans R4. La matrice A étant inversible, la solution existe. Il s’agit
de :

x0 =


1
1
1
1


Notons que x0 est la solution exacte du problème (au sens mathématique du terme).

À présent considérons le vecteur :

b′ =


32.1
22.9
33.1
30.9


Ce vecteur est ((presque)) égal à b, chaque composante ne diffère au plus que de 0.1, c’est à dire d’au plus 0.44%
(dans le cas de la deuxième composante). La nouvelle solution du système, qui est toujours la solution exacte, est :

x′0 =


9.2
−12.6

4.5
−1.1


et n’a plus grand chose à voir avec la solution de départ.

Cet exemple illustre un fait malheureux : les données servant à construire les problèmes que nous serons amenés
à résoudre en calcul scientifique sont le plus souvent issues de mesures. Une erreur de mesure de 0.44% est
généralement considérée comme négligeable. Or, la résolution d’un système linéaire, de manière exacte nous montre
qu’une telle erreur peut aller jusqu’à modifier l’ordre de grandeur de la solution... qui ne signifie manifestement
plus rien.

1
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Si ce problème ne relève pas réellement des méthodes numériques (l’ordinateur n’y est pour rien), on le rencontre
souvent, et il est nécessaire de connâıtre son existence.

Fort heureusement, nous disposons d’une mesure de ce problème. Avec les notations qui précèdent, on peut montrer
que si la matrice A est inversible, nous avons1 :

‖x0 − x′0‖
‖x0‖ ≤ ‖A‖‖A−1‖‖b− b

′‖
‖b‖

Le facteur important est ici ‖A‖‖A−1‖ et s’appelle conditionnement de la matrice A (nous le noterons cond (A)).

On peut de même montrer qu’une légère variation sur les coefficients de la matrice A (plutôt que sur le second
membre) peut entrâıner de grandes variations sur la solution exacte du système linéaire, et que, à peu de choses
près, c’est toujours cond (A) qui permet d’obtenir une majoration de l’erreur.

Un système linéaire sera donc dit bien conditionné, si cond (A) est petit.

Les quelques propriétés suivantes peuvent s’avérer utiles :
– ∀A, cond (A) ≥ 1
– ∀A unitaire, cond (A) = 1
– ∀A, si U est une matrice unitaire, cond (A) = cond (U∗AU)
– ∀A normale, si on note λi(A) la ième valeur propre de A, on a2 :

cond (A) =
maxi |λi(A)|
mini |λi(A)|

2 Erreurs d’arrondi

Les méthodes décrites dans ce cours ont pour objet la résolution pratique de problèmes en utilisant des calculateurs
numériques. Au moins une spécificité de ces derniers doit être connue : l’inexactitude des calculs en virgule flottante.

Codage des nombres en virgule flottante Un nombre à virgule flottante est codé sur un calculateur par trois
nombres binaires appelés signe, mantisse et exposant, qui ont tous une taille maximum finie, en nombre de chiffres.
La norme en vigueur pour le codage en virgule flottante est la norme Ieee754 que nous allons détailler.

Un nombre décimal N à stocker doit d’abord être écrit sous la forme (−1)S ×m× 2e où e est choisi de telle sorte
que l’écriture en binaire de m soit 1.xxx. En d’autres termes, on écrit N en binaire (avec une virgule), puis on
place cette virgule juste après le premier 1, et on en déduit l’exposant :

11001.111101 = 1.100111101× 24

0.001101 = 1.101× 2−3

Les nombres à coder sont donc : la partie décimale de m (la partie entière est forcément 1), la valeur de l’exposant
et le signe (0 pour un nombre positif et 1 pour un nombre négatif).

Selon que les nombres sont en simple ou double précision, c’est la taille du codage de la partie décimale de m (la
mantisse), et la taille du codage de l’exposant qui varient. En simple précision, on utilise 8 bits pour coder l’exposant,
et 23 bits pour la mantisse. En double précision on utilise 11 bits pour l’exposant et 52 pour la mantisse. De plus,
l’exposant n’est pas codé directement. On lui ajoute 127 en simple précision et 1023 en double précision avant de
le coder (pour obtenir un nombre positif). Ainsi, en simple précision, l’exposant -127 sera codé par 0, l’exposant 0
par 01111111 et l’exposant 128 par 11111111.

Dans la suite, nous supposerons que le codage est en simple précision. Les nombre normalisés sont ceux pour
lesquelles le codage de l’exposant (E dans la suite3) vérifie 0 < E < 255. Le nombre représenté vaut alors N =
(−1)S × 2E−127× 1.M où M est le codage de la mantisse. Les nombres dénormalisés sont ceux pour lesquels E est
nul alors que M non. Cette distinction permet de représenter des nombres plus petits que 2−126×1.M en spécifiant
qu’un nombre dénormalisé vaut : 2−126× 0.M . Enfin, si E = 255 et M 6= 0, le codage ne représente pas un nombre
et si E = 255 et M = 0, la valeur codée est (−1)S∞.

1La norme matricielle utilisée ici est la norme spectrale (plus grande valeur singulière).
2Cette dernière propriété n’est pas vraie en général, mais elle l’est si on utilise la norme euclidienne dans le calcul de cond (A).
3À ne pas confondre avec e. On a en simple précision : E = e+ 127.
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Le plus petit nombre non nul positif vaut :

2−126 × 0. 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
22 fois

1 = 2−149 ≈ 1.4013× 10−45

Le plus grand nombre positif vaut :

2127 × 1. 1 · · · 1︸ ︷︷ ︸
23 fois

= 2128 − 2104 ≈ 3.4× 1038

Entre deux nombres, il y a un ((trou)). Par exemple :

0 11111110 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
23 fois

= 2127

et le nombre suivant est :
0 11111110 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸

22 fois

1 = 2127 + 2104

Par conséquent, entre ces deux nombres successifs, il y a un trou de dimension 2104 ( !) sans aucun nombre.

Accumulation des erreurs d’arrondis Selon les méthodes employées, les erreurs d’arrondi que nous venons
d’évoquer peuvent ou non s’accumuler. Il est utile de savoir pour telle ou telle méthode si c’est le cas ou non.

3 Erreurs de troncature

Les erreurs de troncature ne sont pas dues à l’emploi d’un calculateur, mais aux méthodes de calcul, et aux
approximations mathématiques qu’elles mettent en jeu.

Toutes les méthode itératives (c’est à dire celles dont le résultat exact est la limite d’une suite calculée terme à
terme) présentent des erreurs de troncature. En effet, la limite de la suite n’est jamais atteinte, et le calcul est
arrêté lorsqu’on suppose qu’une précision suffisante est atteinte. L’erreur de troncature est alors la distance entre
la limite et le dernier terme calculé, qui est pris pour résultat.

De même, lorsqu’une fonction est remplacée par son développement de Taylor au premier ordre, on commet une
erreur de troncature, qui vaut les termes négligés du développement de Taylor.
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Chapitre 2

Résolution de systèmes linéaires

D
ans ce chapitre, nous abordons le problème, très largement abordé dans la littérature de la résolution de
systèpmes linéaires ([9],[14],[10] et [11] par exemple, ces deux dernières références étant très complètes).
Le sujet est connu de chacun (qui n’a pas déjà résolu un système linéaire à la main), mais on doit ici
l’aborder avec un œil neuf, en songeant que le propos est de résoudre des systèmes comportant parfois

de plusieurs milliers d’équations.

On cherche à résoudre un système linéaire de la forme :
a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + ... + annxn = bn

Les xi sont les inconnues et les autres nombres sont réels. Ce système s’écrit sous forme matricielle Ax = b avec
A ∈Mn, x ∈ Rn et b ∈ Rn. On suppose dans la suite que rang(A) = n.

1 Méthodes directes

1.1 Résolution de systèmes particuliers

1.1.1 Système triangulaire

Si ∀i, j ∈ [[1..n]]2 , i > j ⇒ aij = 0, le système est triangulaire supérieur. La fonction suivante prend un tableau de
taille n× (n+ 1) en paramètre1, et renvoie un tableau de taille n contenant les solutions du système si celui-ci est
triangulaire supérieur.

resol triang(a[][] : tableau de réels, n : entier) : tableau de réels
i : entier

x[1..n] : tableau de réels

répéter pour i variant de n à 1

x[i]←a[i][n+1]

répéter pour j variant de i+1 à n

x[i] ←x[i]-a[i][j] ∗ x[j]

x[i]←x[i]/a[i][i]

renvoyer x[]

Intéressons nous à la complexité en temps de cet algorithme. Il est formé d’une boucle, dans laquelle i varie de 1
à n. Dans cette boucle il y a une multiplication, ainsi qu’une autre boucle dans laquelle j varie de i+1 à n (soit n-i

1La colonne supplémentaire correspond au second membre.

5
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itérations) et qui contient une addition et une multiplication. Le nombre d’opérations est donc de l’ordre de :

i=n∑
i=1

1 + 2(n− i) = n2

La complexité est donc de l’ordre de n2.

1.1.2 Système diagonal

Si ∀i, j ∈ [[1..n]]2 , i 6= j ⇒ aij = 0, le système est diagonal. Puisque de plus rang(A) = n, alors pour tout i, aii 6= 0.
La fonction suivante prend un tableau de taille n×(n+1) en paramètre2, et renvoie un tableau de taille n contenant
les solutions du système si celui-ci est diagonal.

resol diag(a[][] : tableau de réels, n : entier) : tableau de réels
i : entier

x[1..n] : tableau de réels

répéter pour i variant de n à 1

x[i]←a[i][n+1]/a[i][i]

renvoyer x[]

En ce qui concerne la complexité de cet algorithme, il contient uniquement n multiplications.

1.2 Méthode de Gauss, décomposition de Crout

La décomposition de Crout s’apparente à l’élimination des inconnues telle qu’on la réalise à la main sur de petites
systèmes (méthode de Gauss).

Théorème : Toute matrice carrée régulière d’ordre n peut se décomposer en A = PLU où P est une
matrice de permutation, L est une matrice triangulaire inférieure à diagonale unité et U est une matrice
triangulaire supérieure. Démonstration dans [11].

Remarque : La présence de la matrice de permutation P est indispensable et correspond aux cas où,
dans la méthhode de Gauss, il a fallu inverser des lignes en raison d’un coefficient diagonal nul. Même
dans le cas où cette inversion n’est pas nécessaire à l’exécution de l’algorithme, on a toujours intérêt
à utiliser comme pivot (dans la méthode de Gauss) un nombre de grande valeur absolue (afin qu’une
division par celui-ci ne donne pas un nombre trop grand). Choisir le plus grand pivot dans la colonne de
travail correspond à la méthode du pivot partiel et choisir le plus grand pivot dans tout la sous matrice
concernée (inversions de colonnes nécessaires) correspond à la méthode du pivot total.

La décomposition de Crout nécessite un nombre d’opérations en O(n3).

. Matlab : [L U P]=lu(A)

1.3 Méthode de Gauss Jordan

Si la méthode de Gauss consiste à triangulariser la matrice A la méthode Gauss Jordan permet de la diagonaliser.
Elle est réalisable à la main et consiste, le pivot courant étant situé sur la ligne i, à supprimer l’inconnue i de toutes
les équations (sauf la ième).

1.4 Méthode de Choleski

La méthode suivante s’applique au cas des matrices A symétriques et définies positives3

2La colonne supplémentaire correspond au second membre.
3Ce cas semble être bien particulier, mais nous le rencontrerons en fait souvent.
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Théorème : Si la matrice A d’ordre n est symétrique et définie positive, alors il existe une matrice
L triangulaire inférieure telle que A = LLT . Si de plus, on impose que les coefficients diagonaux de L
soient positifs, alors L est unique. Démonstration dans [11].

La décomposition de Choleski nécssite un nombre d’opérations en O(n3) (avec une constante plus petite que la
factorisation LU).

. Matlab : L=chol(A)

1.5 Factorisation QR

La méthode suivante s’applique à des matrices A quelconques. On obtient le produit A = QR où Q est orthogonale,
et R est triangulaire supérieure4.

Les matrices Q et R peuvent être obtenues en construisant la suite : A[0] = A, ∀k > 0, A[k] = HkA[k−1], où les
matrices Hk sont des matrices de Householder (voir annexe). Nous obtenons après n− 1 itérations :

A[n−1] = Hn−1A
[n−2] = · · · = Hn−1 . . .H1A

[0]

Les matrices de Householder étant orthogonales et symétriques :

H1 . . .Hn−1A
[n−1] = A

Les matrices Hk sont choisies pour que A[n−1] soit diagonale supérieure. Nous obtenons :

QR = A

La factorisation QR est en O(n3). De plus, si la matrice de départ A est inversible, alors, en imposant que R ait
des coefficients diagonaux strictement positifs, la décomposition est unique.

. Matlab : [Q R]=qr(A)

1.6 Résolution effective des systèmes

Nous venons de voir comment factoriser les matrices. Cette factorisation est ensuite utilisée pour résoudre des
systèmes linéaires. Ainsi, si l’on doit résoudre : Ax = b et que nous avons obtenu la décomposition PLUx = b,
alors la résolution du système se fait :
– En appliquant la matrice de permutation au second membre LUx = Pb = b′ (nécessite environ n2

2 opérations).
– En résolvant le système Ly = b′ ce qui ne coûte que n2 opérations puisque L est triangulaire.
– Puis en résolvant le système Ux = y, ce qui ne coûte que n2 opérations puisque U est triangulaire.
Le même principe s’applique à la factorisation de Choleski.

En ce qui concerne la factorisation A = QR, le système devient QRx = b. La matrice Q étant orthogonale,
Q−1 = QT donc : Rx = QT b. Le calcul de QT b est très facile (car on n’a plus l’inversion de matrice), et il reste à
résoudre Rx = b′, ce qui est simple puisque R est triangulaire.

Le second intérêt des factorisations apparâıt dans les cas où il faut résoudre plusieurs systèmes dans lesquels seul
le second membre change. Dans ces cas précis, la factorisation, qui est l’étape la plus coûteuse n’est réalisée qu’une
seule fois.

Matlabutilise les trois décompositions que nous avons vu pour résoudre les systèmes linéaires :
– factorisation de Cholesky dans le cas de matrices carrées symétriques définies positives ;
– factorisation LU dans le cas de matrices carrées quelconques ;
– factorisation QR dans le cas de matrices rectangulaires.
¶ ∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼¶ ∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼¶

4Si A est carrée. Sinon, les coefficients de R vérifient i > j ⇒ rij = 0.
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2 Méthodes itératives

Contrairement aux méthodes directes vues précédemment, une méthode itérative permet de converger vers la
solution. Les deux méthodes suivantes sont basés sur le même principe. Décomposons la matrice A :

A = D − L− U
où D est la diagonale de A, U une matrice triangulaire supérieure à diagonale nulle et L un matrice triangulaire
inférieure à diagonale nulle. Le système à résoudre devient :

(D − L− U)x = b

c’est à dire : {
Dx = (L+ U)x+ b : méthode de Jacobi

ou (D − L)x = Ux+ b : méthode de Gauss-Seidel

2.1 Méthode de Jacobi

On recherche le point fixe de l’équation en itérant la suite :

x[k] = D−1(L+ U)x[k] +D−1b

Ceci est possible si la diagonale de A n’a pas de coefficients nuls (si ce n’est pas le cas, on peut toujours faire un
échange de lignes, et la condition est alors que A soit inversible). La convergence est assurée si ∀i, aii >

∑
j 6=i aij .

Si l’algorithme converge, c’est vers la solution.

Notons que sans le formalisme matriciel, la méthode revient à transformer le système :
a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = y1

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = y2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + ... + annxn = yn

en : 
x1 = b12x2 + b13x3 + ... + b1nxn + y′1
x2 = b21x1 + b23x3 + ... + b2nxn + y′2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = bn1x1 + bn2x2 + bn3x3 + ... + bn,n−1xn−1 + yn

puis à faire les itérations pour le n-uplet (x1, ..., xn).

Les valeurs initiales choisies n’influent que sur la rapidité de convergence, mais pas sur la convergence elle-même.
On arrête généralement le calcul à l’itération k si ‖x[k] − x[k−1]‖ < ε où ε est choisi suffisamment petit.

2.2 Méthode de Gauss-Seidel

On recherche le point fixe en itérant la suite :

x[k] = (D − L)−1Ux[k] + (D − L)−1b

En pratique, on ne calcule pas D − L, mais on résout le système :

(D − L)x[k+1] = Ux[k] + b

Puisque D − L est triangulaire inférieure, une itération ne prend que O(n2) opérations.

Notons que dans un formalisme non matriciel, ceci correspond, dans le système décrit à la sous-section précédente,
à calculer la nouvelle valeur x[k+1]

1 , puis à l’injecter dans la deuxième équation à la place de x[k]
1 pour calculer la

valeur de x[k+1]
2 . Les deux nouvelle valeurs x[k+1]

1 et x[k+1]
2 sont ensuite injectées dans la troisième équation pour

calculer x[k+1]
3 et ainsi de suite :

x
[k+1]
i =

yi − j=i−1∑
j=1

aijx
[k+1]
j −

j=n∑
j=i+1

aijx
[k]
j

× 1
aii
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2.3 Méthode de relaxation

En règle générale, cette méthode est utilisée conjointement à la méthode de Gauss-Seidel. La matrice A est alors
décomposée en :

A =
(
D

λ
− L

)
−
(

1− λ
λ

D + U

)
On obtient ainsi les itérations : (

D

λ
− L

)
x[k+1] =

(
1− λ
λ

D + U

)
x[k] + b

En pratique, on retrouve la méthode de Gauss-Seidel en choisissant λ = 1. On a souvent des convergences plus
rapides pour des valeurs de λ différentes de 1, mais il faut néanmoins conserver le facteur de relaxation dans
l’intervalle ]0 2[ (démonstration dans [9]).

2.4 Preuves de convergence

Les méthodes de Gauss-Seidel ou Jacobi s’écrivent plus généralement :

x[k+1] = Bx[k] + C

La suite converge alors si et seulement si le rayon spectral de B que nous noterons5 ρ(B) est strictement inférieur
à 1. En effet :

x[k+1] = Bk+1x[0] +
l=k∑
l=0

BlC

Si ρ(B) < 1, il existe a ∈ R tel que ρ(B) < a < 1. Or, puisque ρ(B) est le rayon spectral, ∃K ∈ N/∀k ≥ K, ‖Bk‖1/k ≤ a.
On en déduit :

lim
k→+∞

Bk+1x[0] = 0

et :

lim
k→+∞

l=k∑
l=0

BlC = (I −B)−1C

Notons aussi que si l’une des deux méthodes converge, l’autre converge aussi (le rayon spectral obtenu pour chaque
méthode est lié [9]). C’est la méthode de Gauss Seidel qui converge le plus vite dans la plupart des cas.

3 Cas des systèmes homogènes

Un système homogène est un système de n équations à n inconnues qui s’écrit : Ax = 0 (0 désigne ici le vecteur nul).
Si le déterminant est non nul, la solution mathématique est triviale (x = 0). Dans le cas contraire, le système admet
une infinité de solutions. Dans le cas où il y a une infinité de solutions, cela signifie qu’au moins une équation est
combinaison linéaire des autres, et qu’il y a au plus n− 1 équations indépendantes. Fixer la valeur d’une inconnue
arbitrairement et supprimer une des deux équations linéairement dépendantes permettrait de résoudre le système.

En pratique, il est difficile de trouver quelles sont les équations linéairement dépendantes. On procède donc en
fixant la valeur d’une inconnue, de façon à obtenir un système de n équations à n−1 inconnues et à second membre
non nul. Puis, on résout se système, faussement surdéterminé par la méthode exposée en section 6.2 du chapitre 7.
La solution obtenue n’est alors plus une approximation, mais la solution réelle du système, une inconnue ayant été
fixée arbitrairement.

Si on souhaite résoudre le système Ax = 0 et que la matrice A résulte d’un calcul, il faut être conscient du fait que
même si det (A) 6= 0, il se peut qu’en ((réalité)), on ait det (A) = 06. Il ne faut donc pas donner la solution x = 0
mais bien un vecteur x non nul tel que Ax ≈ 0. On choisi donc une valeur de départ x0 6= 0, puis on résout comme
précédemment.

5Rappel : ρ(B) = limsupk→+∞ ‖Bk‖1/k = supλi∈spectre(B) |λi|.
6La matrice A étant le résultat d’un calcul, son déterminant, mathématiquement nul, peut seulement être ((très petit)) du point de

vue de la machine



10 Méthodes numériques – Gea 2– 2007-2008



Chapitre 3

Calcul matriciel

D
ans ce chapitre, nous donnons quelques méthodes de calcul classiques sur les matrices : multiplication,
calcul de déterminant, inversion, calcul de valeurs et vecteurs propres. Le lecteur souhaitant de plus
amples informations pourra se reporter à [11] et [10].

1 Rappels sur les matrices

Une matrice carrée A est inversible (ou non singulière), s’il existe une matrice B telle que AB = BA = I. Une telle
matrice B est unique.

Une matrice carrée réelle A est symétrique si AT = A.

Une matrice carrée réelle A est anti-symétrique si AT = −A.

Une matrice carrée réelle A est orthogonale si ATA = AAT = I c’est à dire si elle est inversible et que son inverse
est sa transposée.

Une matrice carrée réelle A est normale si elle commute avec sa transposée, c’est à dire si ATA = AAT .

Une matrice carrée complexe est hermitienne si A∗ = A.

Une matrice carrée complexe est anti-hermitienne si A∗ = −A.

Une matrice carrée complexe A est unitaire si A∗A = AA∗ = I c’est à dire si elle est inversible et que son inverse
est le conjugué de sa transposée.

Une matrice carrée complexe A est normale si elle commute avec le conjugué de sa transposée, c’est à dire si
A∗A = AA∗.

La norme spectrale d’une matrice est la norme induite par la norme euclidienne sur les vecteurs : ‖A‖ = max‖x‖=1 (‖Ax‖)
(où x désigne un vecteur). Elle vaut :

‖A‖ = max
λ∈Spectre(A∗A)

√
λ

Deux matrices carrées A et B sont semblables s’il existe une matrice P inversible telle que B = P−1AP .

Deux matrices semblables ont les mêmes valeurs propres.

Si A et B sont inversibles, alors AB est semblable à BA.

Une matrice et sa transposée ont les mêmes valeurs propres.

Une matrice est singulière si et seulement si elle possède une valeur propre nulle.

Une matrice A est définie positive si ∀x 6= 0, xTAx > 0.

11



12 Méthodes numériques – Gea 2– 2007-2008

2 Multiplication

2.1 Algorithme näıf

L’algorithme näıf de multiplication de matrices découle directement du calcul manuel du produit de deux matrices.
Si A = (aij) ∈ Rp×q et B = (bij) ∈ Rq×r, alors le produit C = AB existe, C = (cij) ∈ Rp×r, et ∀(i, j) ∈ [[1..p]] ×
[[1..r]] , cij =

∑k=q
k=1 aikbkj . L’algorithme qui calcule C de cette façon nécessite O(prq) opérations (autrement dit,

pour des matrices n× n, il est en O(n3)).

2.2 Algorithme de Strassen

Strassen a découvert en 1969 un algorithme permettant de multiplier des matrices en O(n2.81). Le gain semble
faible... mais pour des matrices de grande taille, il est appréciable1. Cet algorithme n’est pas optimal. On en a
découvert de meilleurs depuis. Il est cité ici à titre d’exemple et pour illustrer de quelle façon un gain de complexité
améliore les performances en calcul numérique.

On va supposer pour simplifier qu’on souhaite multiplier deux matrices A et B de R2k×2k

. On décompose chacune
des deux matrices en quatre blocs de taille 2k−1 × 2k−1 :

A =
(
A11 A12

A21 A22

)
, B =

(
B11 B12

B21 B22

)
On a alors :

C = A×B =
(
A11B11 +A12B21 A11B12 +A12B22

A21B11 +A22B21 A21B12 +A22B22

)
C’est à dire :

C =
(
m1 +m2 −m4 +m6 m4 +m5

m6 +m7 m2 −m3 +m5 −m7

)
avec : 

m1 = (A12 −A22)(B21 +B22)
m2 = (A11 +A22)(B11 +B22)
m3 = (A11 −A21)(B11 +B12)
m4 = (A11 +A12)B22

m5 = (B12 −B22)A11

m6 = (B21 −B11)A22

m7 = (A21 +A22)B11

Ce calcul comporte exactement 7 multiplications de matrices de taille 2k−1 et 18 additions de matrices de taille
2k−1. Notons P (2k) le nombre d’opérations élémentaires (i.e. sur des nombres) nécessaires à la multiplication de
deux matrices de taille 2k par l’algorithme de Strassen. On a : P (2k) = 7 × P (2k−1) + 18 × (2k−1)2 puisque
additionner deux matrices de taille n requiert n2 additions. En résolvant la récurrence, on en déduit que le nombre
d’opérations élémentaires est de l’ordre de 7k. Par conséquent, P (2k) = O(7k) = O(2k ln2 7) et P (n) = O(nln2 7).

3 Déterminant

Le calcul du déterminant est généralement fait accessoirement à la résolution d’un système linéaire. Par exemple,
une fois effectuée la décomposition PA = LU (cf. section 1.2 du chapitre 2), on a :

det (PA) = det (L) det (U) =
i=n∏
i=1

liiuii =
i=n∏
i=1

uii

or si P résulte de k inversions de lignes, det (P ) = (−1)k, et donc :

det (A) = (−1)k
i=n∏
i=1

uii avec k le nombre d’inversions de lignes

1Si on multiplie par 100 la dimension des matrices, l’algorithme näıf met 1 000 000 fois plus de temps pour s’exécuter, alors que
l’algorithme de Strassen ne mettra ((que)) 416 870 fois plus de temps.
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4 Inversion

De même que pour le calcul du déterminant, on peut utiliser la décomposition LU pour inverser une matrice. Pour
calculer la colonne k de la matrice A−1, il suffit de résoudre le système Ax = ek où ek est un vecteur dont toutes
les composantes valent 0 sauf la composante k qui vaut 1. L’inversion d’une matrice n×n consiste donc à faire une
factorisation LU puis n résolutions de systèmes en utilisant cette décomposition. Rappelons que la décomposition
PA = LU est en O(n3), et que la résolution d’un système linéaire utilisant cette décomposition est en O(n2). Le
calcul de l’inverse est donc en O(n3).

Une autre solution consiste à utiliser la méthode de Gauss-Jordan pour résoudre un système linéaire (cf. chapitre 2).
Puisque cette méthode permet de diagonaliser une matrice, on l’utilise sur la matrice à inverser et chaque opération
est effectuée aussi sur la matrice identité. Au moment où la matrice A a été transformée en l’identité, la matrice
identité modifiée vaut A−1. Cette méthode, comme celle de Gauss-Jordan, est aussi en O(n3).

5 Valeurs propres et vecteurs propres

Dans la suite, les méthodes proposées ont pour but de construire une suite de matrices semblables à la matrice
de départ, jusqu’à obtenir une matrice dont les valeurs propres sont facilement calculables. On obtiendra ainsi les
valeurs propres de la matrice de départ.

. Matlab : [Val Vec]=eig(A)

5.1 Obtention des vecteurs propres

On peut, à partir d’une valeur propre donnée approximativement, construire une suite qui converge vers le vecteur
propre associé. Si λ est une valeur propre de A et qu’un vecteur propre associé est e, alors, Ae = λe, donc e est
solution du système linéaire : (A− λI)e = 0.

Pour la valeur propre exacte, on devrait avoir det (A− λI) = 0. Ce n’est pas souvent le cas lorsque la valeur propre
a été évaluée numériquement. On se trouve donc dans le cas de la résolution d’un système homogène à déterminant
petit, mais non nul.

On trouvera à la section 3 du chapitre 2 le principe de résolution d’un tel système.

5.2 Méthode de Ruthishauser

Cette méthode est exposée ici en raison de sa simplicité. Néanmoins, elle est peu utilisée en raison de son instabilité.

On décompose la matrice de départ A0 = A en L0U0 (cf. section 1.2 du chapitre 2). Si L et U sont inversibles, c’est
à dire si U0 n’a pas de 0 sur sa diagonale, alors la matrice U0L0 a les mêmes valeurs propres que A0.

Posons A1 = U0L0. On cherche à présent les valeurs propres de A1, en réalisant sa décomposition LU : A1 = L1U1.
Puis on pose A2 = U1L1 et ainsi de suite...

Si la méthode converge, An tend vers une matrice triangulaire dont les éléments diagonaux sont ses valeurs propres,
donc celle de A. On n’est sûr de la convergence que si A est symétrique et définie positive.

5.3 Méthode QR

Nous avons vu au chapitre 2 section 1.5 qu’il était possible de factoriser une matrice quelconque en produit d’une
matrice unitaire Q et d’une matrice triangulaire supérieure R (factorisation QR).

Considérons la suite A0 = A, Ak = QkRk, Ak+1 = RkQk = Qk+1Rk+1. Les matrices Ak et Ak+1 sont semblables,
puisque QkTAkQk = Qk

TQkRkQk = RkQk = Ak+1 (et Qk est orthogonale). Donc, pour tout k, Ak et A ont les
mêmes valeurs propres. Si la suite Ak converge vers une matrice diagonale, alors les valeurs propres de A seront
les éléments diagonaux de A∞, limite de la suite Ak.

Dans le cas général, la convergence n’est pas toujours obtenue. Dans le cas particulier des matrices Hessenberg
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irréductibles2, la suite converge effectivement vers une matrice diagonale. De plus, si A vérifie cette propriété, alors
pour tout k, QkRk et RkQk sont aussi des matrices Hessenberg supérieures. Le procédé est donc stable.

Fort heureusement, il existe un procédé permettant de transformer une matrice A carrée en matrice Hessenberg
supérieure qui lui est semblable. En pratique la méthode QR est donc appliquée uniquement sur des matrices
Hessenberg supérieures.

La mise sous forme Hessenberg d’une matrice est très similaire à la factorisation QR. On utilise de la même façon
les matrices de Householder, mais sans annuler le coefficient sous la diagonale. De plus, pour obtenir des matrices
semblables, à chaque itération, la matrice est multipliée à gauche et à droite par une matrice de Householder
(rappelons que les matrices de Householder sont unitaires).

. Matlab : H=hess(A)

5.4 Méthode des puissances et puissances inverses

5.4.1 Calcul de la plus grande valeur propre

Cette méthode est basée sur le fait que si A a pour valeur propre de plus grand module λ1, alors, si v =
∑i=n
i=1 viei

avec v1 6= 0 et (ei)i∈[[1..n]] la base (on suppose que la matrice A a n valeurs propres distinctes) formée des vecteurs
propres de A :

lim
p→+∞A

pv = λp1v1e1

En pratique, on ne peut pas calculer la suite Apv, car le module de λp1v1e1 peut être très grand si λ1 > 1. On
procède donc ainsi :

v←(1,...,1)

répéter

v’←v

v←Av

m←composante de v de plus grand module

v←v/m

jusqu’à ce que ‖v′ − v‖ < ε

En divisant ainsi v par sa composante de plus grand module, on limite sa norme. De plus, puisqu’après la division,
il a une composante égale à 1, m tend vers la valeur propre λ1.

Cette méthode est simple mais ne converge pas très vite.

5.4.2 Calcul de la plus petite valeur propre

Si la matrice A est inversible, la plus petite valeur propre de A est aussi la plus grande valeur propre de A−1. On
peut donc appliquer dans ce cas la méthode précédente sur A−1 pour calculer la plus petite valeur propre de A.

5.4.3 Calcul des autres valeurs propres : déflation de la matrice

Cette méthode consiste à construire une autre matrice, qui a les même valeurs propres que A, sauf celle de plus
grand module, qui est ramenée à 0. En transformant ainsi la matrice A en une matrice A1, on peut à nouveau
appliquer la méthode des puissance itérées pour trouver la deuxième valeur propre de plus grand module.

Construisons la matrice A1 ainsi :

A1 = A− λ1e1e1
T

e1
T e1

2Une matrice H = hi,j est dite de Hessenberg si pour tout (i, j), i > j + 1 ⇒ hi,j = 0. Elle est de plus irréductible si pour tout i,
hi+1,i 6= 0
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On a alors :
A1ej = Aej − λ1e1e1

T ej

e1T e1

= λjej − λ1e1
e1T e1

e1
T ej{

= λjej si j 6= 1
= 0 sinon

Le vecteur propre e1 peut être calculé comme indiqué en début de section, connaissant la matrice A ainsi que la
valeur propre λ1.

Cette méthode est assez peu précise. En effet, si une erreur est commise sur la valeur propre λ1, alors, la matrice
A1 est d’autant moins exacte. La seconde valeur propre sera donc recherchée dans une matrice qui n’est pas la
matrice exacte, et de plus cette valeur propre sera obtenue de façon approchée. On ne peut donc généralement pas
calculer plus de quelques valeurs propres par ce système.

5.5 Méthode de Jacobi

La méthode de Jacobi consiste aussi en la construction d’une suite de matrices semblables qui tend vers une matrice
diagonale. Les valeurs propres seront alors données par les coefficients diagonaux de cette matrice. Cette méthode
s’applique au cas des matrices symétriques réelles uniquement. Elle est basée sur l’utilisation de matrices de Givens
(annexe) pour annuler certains coefficients.

Supposons que la matrice de départ est d’ordre n et considérons la matrice de Givens Gpqθ . Cette dernière est
inversible, et en conséquence, (Gpqθ )−1

AGpqθ est semblable à A et a donc les mêmes valeurs propres. De plus, on a
(Gpqθ )−1 = (Gpqθ )T d’où l’on tire que la matrice (Gpqθ )−1

AGpqθ est symétrique si A l’était.

Le principe de la méthode de Jacobi est de choisir dans la partie inférieure de la matrice le coefficient qui a la
plus grande valeur absolue, et à déterminer l’angle θ qui l’annulera. De cette façon, la méthode converge (preuve
dans [10]).

On trouvera en annexe comment calculer les coefficients de C = (Gpqθ )TAGpqθ .

La matrice C est ensuite considérée comme la matrice d’entrée et on réitère le processus en annulant le nouveau
plus grand coefficient de la partie inférieure. Notons au passage qu’un coefficient nul peut redevenir non nul au
cours du calcul, mais il restera ((petit)). Si apj est nul, on aura cpj = −aqj sin θ.

L’algorithme est stoppé lorsque les coefficients non diagonaux sont suffisamment petits.

6 Décomposition en valeurs singulières

. Matlab : Fonction svd()

Toute matrice M de taille (m,n) peut être décomposé en le produit :

M = UΣV ∗ où

– U est une matrice unitaire (m,m)
– Σ est une matrice diagonale à coefficients réels positifs ou nuls (on impose souvent qu’ils soient classés par ordre

décroissant, auquel cas Σ est unique)
– V est une matrice unitaire (n, n)
La relation précédente peut être réécrite MV = UΣ puique V est unitaire. Une valeur signulières σ, élément de
Σ vérifie Mv = σu et M∗u = σv où u et v, appelés vecteur singulier à gauche et vecteur singulier à droite sont
respectivement des vecteurs colonnes des matrices U et V .

Les valeurs singulières de M sont aussi les racines carrées positives ou nulles des valeurs propres de M∗M

6.1 Méthode de calcul

Il existe plusieurs méthodes de calcul de la décomposition en valeurs singulières. Parmi elles, une est basée sur la
décomposition qr :
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– calculer C = ATA
– itérer l’algorithme qr (cf. 5.3) pour obtenir : V1

TCV1 = diag(σ2
i )

– chercher la décomposition qr de AV1 (avec pivotage des colonnes) : (AV1)Π = UR où U est orthogonale (c’est
le Q habituel), R est triangulaire, avec des valeurs diagonales décroissantes (d’où l’apparition de la matice de
permutation Π)

Nous obtenons ainsi :
A = UΣV T

avec :
– V = V1Π
– Σ = diag(σi) (car si UTAV = diag(σi), V T (ATA)V = diag(σ2

i ))
Il peut être nécessaire d’ajuster le signe des coefficients de R car les valeurs singulières sont positives. Inverser le
signe du kème élément diagonal de R revient à modifier le signe de la kème colonne de U ou de la kème colonne de
V .

Notons qu’il existe d’autres méthodes, notament la méthode de Golub et Kahan [1], basée sur les matrices de
Householder (pour bidiagonaliser A) et sur la décomposition qr.



Chapitre 4

Formules de Taylor, expression des
dérivées

C
e court chapitre ne présente pas réellement de méthode numérique, mais plutôt des outils qui se-
ront utilisés dans les chapitre sur la résolution d’équations différentielles ou d’équations aux dérivées
partielles.

1 Développement de Taylor

Le développement de Taylor à l’ordre n d’une fonction f au point x0 est :

f(x0 + ∆x) = f(x0) +
i=n∑
i=1

∆xi

i!
f (i)(x0) +O(∆xn+1) (4.1)

où f (i) désigne la dérivée ième de f , et f est supposée suffisamment dérivable. Dans cette égalité et dans toute la
suite du chapitre, ∆xi signifiera : (∆x)i.

Pour une fonction à deux variables, le développement de Taylor est (sous forme symbolique) :

f(u0 + ∆u, v0 + ∆v) = f(u0, v0) +
i=n∑
i=1

1
i!

(
∂f

∂u
∆u+

∂f

∂v
∆v
)i

+O((∆u+ ∆v)n+1) (4.2)

Le développement à un certain ordre est obtenu à partir de cette formule ((symbolique)) en écrivant que :(
∂f
∂u

)n (
∂f
∂v

)m
= ∂n+mf

∂un∂vm . On obtient ainsi à l’ordre 1 (c’est à dire en négligeant les termes d’ordre 2 ou plus) :

f(u0 + ∆u, v0 + ∆v) = f(u0, v0) + ∆u
∂f

∂u
(u0, v0) + ∆v

∂f

∂v
(u0, v0)

et à l’ordre 2 :

f(u0 + ∆u, v0 + ∆v) = f(u0, v0) + ∆u
∂f

∂u
(u0, v0) + ∆v

∂f

∂v
(u0, v0)

+
∆u2

2
∂2f

∂u2
(u0, v0) +

∆v2

2
∂2f

∂v2
(u0, v0)

+∆u∆v
∂2f

∂u∂v
(u0, v0)

2 Calcul des dérivées

Le développement de Taylor permet d’évaluer de façon approchée les dérivées et dérivées partielles à un ordre
quelconque.

17
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2.1 Forme analytique

Écrivons le développement de Taylor à l’ordre n en remplaçant ∆x par −k∆x avec k entier positif :

f(x0 − k∆x) = f(x0) +
i=j∑
i=1

(−1)i
(k∆x)i

i!
f (i)(x0) +O(∆xj+1)

Nous allons voir comment évaluer les dérivées j èmes de f avec une erreur de troncature en O(∆x) (pour une erreur
plus faible, se rapporter à [14] ou [8]).

Étant donnée une ((précision)) (un ordre), nous pouvons calculer la valeur de f (j)(x0) comme combinaison linéaire
des f(x0 −m∆x) avec m ∈ [[0..j]]. Autrement dit, nous pouvons évaluer la dérivée j ème de la fonction f au point
x0 en connaissant les valeurs de f aux points x0, x0 −∆x,...,x0 − j∆x.

Ainsi, pour évaluer la dérivée d’ordre j avec une précision à l’ordre 1 (égalité en O(∆x)), nous écrivons l’équation
précédente pour k variant de 1 à j (on obtient j équations). Puis par combinaisons linéaires, nous éliminons les
termes en f (i) où 0 < i < j. On obtient ainsi une expression de f (j)(x0) ne contenant que des f(x0 − k∆x), avec
0 ≤ k ≤ j :

f (j)(x0) =
1

∆xj

k=j∑
k=0

(−1)kCkj f(x0 − k∆x) +O(∆x) (4.3)

Plutôt que d’exprimer f (j)(x0) en fonction des f(x0 − k∆x) avec k ∈ [[0..j]], nous aurons parfois besoin d’exprimer
f (j)(x0) en fonction des f(x0 − k∆x) pour k décrivant un autre ensemble.

La méthode est calquée sur la précédente. Nous donnerons simplement un exemple, ainsi que le résultat général.
De :

∀k ∈ Z, f(x0 − k∆x) = f(x0) +
i=n∑
i=1

(−1)i
(k∆x)i

i!
f (i)(x0) +O(∆xn+1)

nous tirons que :

f(x0 −∆x) = f(x0)−∆xf (1)(x0) +
∆x2

2
f (2)(x0)− ∆x3

6
f (3)(x0) +O(∆x4)

et :

f(x0 + ∆x) = f(x0) + ∆xf (1)(x0) +
∆x2

2
f (2)(x0) +

∆x3

6
f (3)(x0) +O(∆x4)

En retranchant la première équation à la deuxième (et en supprimant le terme d’ordre 3), nous obtenons :

f(x0 + ∆x)− f(x0 −∆x) = 2∆xf (1)(x0) +O(∆x3)

et donc :

f (1)(x0) =
f(x0 + ∆x)− f(x0 −∆x)

2∆x
+O(∆x2)

De même, en ajoutant les deux équations, nous obtenons :

f(x0 −∆x) + f(x0 + ∆x) = 2f(x0) + ∆x2f (2)(x0) +O(∆x4)

et donc :

f (2)(x0) =
f(x0 −∆x)− 2f(x0) + f(x0 + ∆x)

∆x2
+O(∆x2)

Par une méthode similaire à celle des différences à gauche, il est possible d’obtenir la formule générale (b.c représente
l’opérateur de partie entière) pour les différences centrées :

f (n)(x0) =
1

2∆xn

k=n∑
k=0

(−1)kCkn
[
f
(
x0 +

(⌊n
2

⌋
− k
)

∆x
)

+ (−1)nf
(
x0 −

(⌊n
2

⌋
− k
)

∆x
)]

+O(∆x2)

On constate en particulier que pour l’évaluation d’une dérivée particulière, il faut évaluer autant de valeurs de f
(ce fait apparâıt mieux avec d’autres écritures de l’expression, moins denses, mais qui ne font apparâıtre qu’une
fois chaque valeur de f) que dans le cas des différences à gauche, mais qu’on obtient ici une précision en O(∆x2)
au lieu de O(∆x), ce qui est nettement mieux.

· ∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼· ∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼·
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2.2 Schémas de discrétisation

Nous atteignons enfin notre but : discrétiser une équation différentielle ou aux dérivées partielles en ne laissant
dans le schéma discret que les valeurs de la fonction cherchée.

Pour obtenir ces schémas discrets, on peut partir des expressions analytiques données plus haut et les discrétiser,
ou bien discrétiser les développements de Taylor et par combinaisons linéaires obtenir notre schéma discret.

Dans la suite, nous considérons une fonction f de une ou deux variables x et y (selon le contexte). Les valeurs ∆x
et ∆y sont les pas de discrétisation. De plus, nous noterons Fm,n la valeur f(m∆x, n∆y).

Nous allons donc exprimer F (i)
m,n en fonction des Fm+k,n+l. Pour une variable donnée (la première par exemple),

nous dirons avoir procédé par différences à gauche si les valeurs de k sont négatives, par différences à droite si les
valeurs de k sont positives et par différences centrées sinon.

2.2.1 Dérivées

Nous pouvons utiliser l’expression analytique de la dérivée d’ordre n ou bien repartir du développement de Taylor
donné en (4.1). Écrivons le (sous forme discrète) à l’ordre 3 :

Fm+ε = Fm + ε∆xF (1)
m +

(ε∆x)2

2
F (2)
m +

(ε∆x)3

6
F (3)
m +O(∆x4)

Pour ε = 1, cette expression nous donne le schéma des différences à droite :

F (1)
m =

1
∆x

(Fm+1 − Fm) +O(∆x)

Pour ε = −1, cette expression nous donne le schéma des différences à gauche :

F (1)
m =

1
∆x

(Fm − Fm−1) +O(∆x)

Par combinaisons linéaire des deux expressions obtenues pour ε = ±1, nous obtenons le schéma des différences
centrées :

F (1)
m =

1
2∆x

(Fm+1 − Fm−1) +O(∆x2)

Ce dernier schéma est plus précis.

2.2.2 Dérivées partielles

Le développement par rapport à la première variable à l’ordre 3 est :

Fm+ε,n = Fm,n + ε∆x
(
∂f

∂x

)
m,n

+ ε2
∆x2

2!

(
∂2f

∂x2

)
m,n

+ ε3
∆x3

3!

(
∂3f

∂x3

)
m,n

+O(∆x4)

En combinant ces expression pour ε = ±1, nous obtenons le schéma centré :(
∂2f

∂x2

)
m,n

=
1

∆x2
(Fm+1,n − 2Fm,n + Fm−1,n) +O(∆x2)
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Chapitre 5

Équations différentielles

N
ous abordons à présent un des chapitres qui sera pour nous des plus importants puisqu’il concerne
en particulier la simulation de systèmes régis par des équations différentiels. Des informations complémentaires
pourront être trouvées dans [14] et [9]. Le sujet est abordé d’un point de vue pratique dans [3] et [6]

1 Premier ordre et conditions initiales

On traite ici le cas d’une équation différentielle du premier ordre avec conditions initiales. Il s’agit de déterminer
numériquement la fonction y(t), solution de :{

y′(t) = f(t, y(t))
y(t0) = y0

Déterminer la fonction numériquement consiste à connâıtre avec une bonne précision certains de ses points, que
nous noterons (ti, yi) (yi sera donc une approximation de la valeur réelle de y en ti : y(ti)).

1.1 Méthode d’Euler

La méthode découle de l’écriture du développement de Taylor de y à l’ordre 1 :

y(t+ h) = y(t) + hy′(t) +O(h2)

Ce qui nous donne comme approximation :

y(t+ h) ≈ y(t) + hf(t, y(t))

La méthode d’Euler, partant de la condition initiale (t0, y0) consiste à calculer dans l’ordre les points (ti, yi) où
ti = ti−1 + h (avec h le plus souvent indépendant de i).

Connaissant la valeur de yi, la valeur de yi+1 sera donnée par :

yi+1 ← yi + h× f(ti, yi)

À chaque pas, il est donc nécessaire d’évaluer f . De plus, c’est le résultat du calcul au pas i (yi) qui est réutilisé
pour calculer yi+1. Les erreurs de calcul (dues à la machine et à la troncature du développement) s’accumulent
donc. La quantité |yi − y(ti)| crôıt généralement avec i.

. Matlab : Fonction sim()

1.2 Méthode de Taylor

Comme son nom l’indique, cette méthode est basée sur le développement de Taylor à un ordre supérieur ou égal
à 2 (sinon, c’est tout simplement la méthode d’Euler).
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Détaillons cette méthode à l’ordre 2 :

y(t+ h) = y(t) + hy′(t) +
h2

2
y′′(t) +O(h3)

Puisque y′(t) = f(t, y(t)) :

y(t+ h) = y(t) + hf(t, y(t)) +
h2

2
f ′(t, y(t)) +O(h3)

Or :
f ′(t, y(t)) =

∂f

∂t
(t, y(t)) +

∂f

∂y
(t, y(t))× y′(t) =

∂f

∂t
(t, y(t)) +

∂f

∂y
(t, y(t))× f(t, y(t))

On obtient :

y(t+ h) = y(t) + hf(t, y(t)) +
h2

2

{
∂f

∂t
(t, y(t)) +

∂f

∂y
(t, y(t))× f(t, y(t))

}
+O(h3) (5.1)

En ce qui nous concerne, nous utiliserons donc la relation :

yi+1 ← yi + hf(ti, yi) +
h2

2

{
∂f

∂t
(ti, yi) +

∂f

∂y
(ti, yi)× f(ti, yi)

}
Un nouveau calcul d’erreur (similaire à celui décrit pour la méthode d’Euler) nous donnerait ici une erreur de
troncature par pas de l’ordre de h3 et une erreur de troncature globale en h2. En revanche, cette méthode nécessite
de calculer, puis d’évaluer les dérivées partielles de f .

En procédant de façon similaire (développement de Taylor à un ordre plus important), on peut encore réduire
l’ordre de grandeur de l’erreur. En contrepartie, il faudra calculer et évaluer des dérivées partielles de f d’ordre
supérieur.

1.3 Méthodes de Runge-Kutta

Les méthodes de Runge-Kutta sont inspirées de la méthode de Taylor. Elles permettent de réduire l’erreur de la
même façon, mais elles ne nécessitent pas le calcul de dérivées partielles.

1.3.1 Ordre 2

Nous détaillons ici la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2. En s’inspirant du développement de Taylor, écrivons :

y(t+ h) = y(t) + a1hf(t, y(t)) + a2hf(t+ a3h, y(t) + a4h) +O(h3) (5.2)

Essayons à présent de déterminer a1, a2, a3 et a4. Le développement de Taylor à deux variables autour du point
(t, y(t)) donne (cf. chapitre 4) :

f(t+ a3h, y(t) + a4h) = f(t, y(t)) + a3h
∂f

∂t
(t, y(t)) + a4h

∂f

∂y
(t, y(t)) +O(h2)

En injectant cette expression dans la précédente, nous trouvons :

y(t+ h) = y(t) + (a1 + a2)hf(t, y(t)) + a2a3h
2 ∂f

∂t
(t, y(t)) + a2a4h

2 ∂f

∂y
(t, y(t)) +O(h3)

En identifiant les termes de cette expression à l’expression (5.1), nous obtenons un système d’équations dont les
inconnues sont a1, a2, a3 et a4 : 

a1 + a2 = 1

a2a3 =
1
2

a2a4 =
1
2
f(t, y(t))

Des solutions de ce système (il y en a plusieurs), injectées dans (5.2), nous permettent d’obtenir une méthode de
calcul de y(t+ h) dont l’erreur (de méthode) est en O(h3) et qui ne nécessite pas le calcul de dérivées partielles.
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À titre d’exemple, si nous prenons : 

a1 =
1
2

a2 =
1
2

a3 = 1

a4 = f(t, y(t))

nous aboutissons à la méthode de calcul suivante (appelée méthode d’Euler modifiée) :

yn+1 ← yn +
h

2
{f(tn, yn) + f(tn + h, yn + hf(tn, yn))} (5.3)

D’autres choix de paramètres conduisent à d’autres méthodes, comme celle du point milieu, avec a1 = 0, a2 = 1,
a3 = 1

2 et a4 = 1
2f(t, y(t)).

1.3.2 Ordre 4

Les méthodes d’ordre 4 sont les plus utilisées en pratique. Les formules sont obtenues par un raisonnement similaire
à celui qui donne la méthode d’ordre 2. On part de l’écriture suivante :

y(t+ h) = y(t) + a1hf(t, y(t)) + a2hf(t+ a3h, y(t) + a4h) + ....

Le système obtenu est un système de 8 équations à 10 inconnues. Nous donnons ici le résultat le plus utilisé :

yi+1 ← yi +
1
6

(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

avec : 

k1 = hf(ti, yi)

k2 = hf

(
ti +

h

2
, yi +

k1

2

)
k3 = hf

(
ti +

h

2
, yi +

k2

2

)
k4 = hf(ti + h, yi + k3)

. Matlab : Fonctions ode23() et ode45()

1.4 Méthodes d’Adams (pas multiple)

Les méthodes d’Adams sont elles aussi tirées du développement de Taylor. La différence essentielle entre les
méthodes d’Adams et les précédentes est qu’elles nécessitent d’utiliser le résultat de plusieurs pas précédents
pour calculer une nouvelle valeur.

1.4.1 Formules ouvertes : Adams-Bashforth

Réécrivons le développement de Taylor à l’ordre n de y (sous forme discrète), en remplaçant directement y′ par f
(fi est mis pour f(ti, yi)) :

yi+1 = yi +
k=n∑
k=1

hk

k!
f

(k−1)
i +O(h)

L’idée, ici est de remplacer les f (j)
i par ses valeurs en des points antérieurs à i. Nous disposons déjà de l’expres-

sion (4.3), de laquelle nous tirons :

f ′′i =
1
h2

(fi − 2fi−1 + fi−2) +O(h)
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Nous pouvons, par des principes similaires à ceux exposés au chapitre 4, obtenir1 :

f ′i =
1
h

(
3
2
fi − 2fi−1 +

1
2
fi−2

)
+O(h2)

Des deux expressions précédentes et du développement de Taylor (version discrète) à l’ordre 3 :

yi+1 = yi + hfi +
h2

2!
f ′i +

h3

3!
f ′′i +O(h4)

nous tirons :
yi+1 = yi +

h

12
(23fi − 16fi−1 + 5fi−2) +O(h4)

Naturellement, le calcul de y1 et y2 ne peut pas se faire par cette formule. On utilise donc généralement la méthode
de Runge-Kutta pour calculer ces deux valeurs.

D’une manière plus générale, la formule ouverte d’Adams à l’ordre n+ 1 s’écrit sous la forme :

yi+1 = yi + h

k=n∑
k=0

βn+1,kfi−k +O(hn+2)

Les coefficient βn+1,k (où n+1 est l’ordre de la méthode) sont des nombres rationnels, et sont généralement calculés
une fois pour toutes pour les ordres les plus courants. Voici une table, tirée de [14], donnant les premières valeurs
de ces coefficients :

ordre k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5

1 1

2 3
2 − 1

2

3 23
12 − 16

12
5
12

4 55
24 − 59

24
37
24 − 9

24

5 1901
720 − 2774

720
2616
720 − 1274

720
251
720

6 4277
1440 − 7923

1440
9982
1440 − 7298

1440
2877
1440 − 475

1440

¸ ∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼¸ ∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼¸

1.4.2 Formules fermées : Adams-Moulton

Le point de départ est le développement de Taylor de y((t+ h)− h) :

y(t+ h− h) = y(t+ h) +
k=n∑
k=1

(−h)k

k!
y(k)(t+ h) +O(hn+1)

On remplace comme précédemment y′ par f , et en discrétisant, on obtient :

yi = yi+1 +
k=n∑
k=1

(−h)k

k!
f

(k−1)
i+1 +O(hn+1)

Ce qui est équivalent à :

yi+1 = yi +
k=n∑
k=1

− (−h)k

k!
f

(k−1)
i+1 +O(hn+1)

Nous trouvons les formules d’Adams fermées par des méthode identiques à celles utilisée plus haut. À l’ordre 1 :

yi+1 = yi + hfi+1

1Notons que l’expression (4.3) ne nous donnerait que : f ′i = 1
h

(fi − fi−1) +O(h), ce qui ne nous conviendrait pas ici.
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ou encore à l’ordre 3 :
yi+1 = yi +

5h
12
fi+1 +

8h
12
fi − h

12
fi−1

Nous remarquons que le calcul de yi+1 nécessite de connâıtre yi, mais aussi fi+1, qui dépend normalement de yi+1.

Le calcul de yi+1 se fait donc de manière itérative. On choisit une valeur qui n’est pas trop éloignée de la valeur
réelle, puis on calcule plusieurs itérations de yi+1 qui converge vers la valeur réelle. Au premier ordre, on obtient,
pour le calcul de yi+1 (l’indice d’itération est indiqué entre crochets en exposant. Une absence d’indice indique la
valeur retenue après les itérations) :

y
[k]
i+1 ← yi + hf

[k−1]
i+1

C’est à dire :
y

[k]
i+1 ← yi + hf(y[k−1]

i+1 , ti+1)

Bien que nécessitant plus de calculs que la méthode des formules d’Adams ouverte, cette technique est utilisée en
raison de sa plus grande précision. La valeur initiale de yi+1 est d’ailleurs généralement obtenue par les formules
d’Adams ouverte (la méthode est alors dite ((prédicteur, correcteur))), les itérations issues des formules fermées ne
servent qu’à obtenir une plus grande précision (en pratique deux itérations permettent d’améliorer le résultat).

Comme précédemment, on peut calculer les formules d’Adams fermées à des rangs plus élevées, en utilisant la
formule (4.3) pour faire disparâıtre les dérivées de f . Le résultat est de la forme (pour l’ordre n+ 1) :

yi+1 = yi + h

k=n∑
k=0

γn+1,kfi+1−k +O(hn+2)

Les valeurs obtenues pour γn+1,k sont des nombres rationnels que l’on peut calculer, mais qui sont aussi disponibles
dans des tables dont voici un extrait, toujours tiré de [14] :

ordre k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5

1 1

2 1
2

1
2

3 5
12

8
12 − 1

12

4 9
24

19
24 − 5

24
1
24

5 251
720

646
720 − 264

720
106
720 − 19

720

6 475
1440

1427
1440 − 798

1440
482
1440 − 173

1440
27

1440

. Matlab : Fonction ode113()

2 Systèmes d’équations du premier ordre

Nous nous intéressons ici à la résolution d’un système de type :
y′1(t) = f1(t, y1(t), y2(t), ..., ym(t))
y′2(t) = f2(t, y1(t), y2(t), ..., ym(t))
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
y′m(t) = fm(t, y1(t), y2(t), ..., ym(t))

assorti des conditions initiales : 
y1(t0) = y1,0

y2(t0) = y2,0

. . . . . . . . . . . . . . .
ym(t0) = ym,0

Fort heureusement, les méthodes exposées précédemment se généralisent à ce type de système. L’idée est, pour
chaque pas de calcul, d’évaluer l’ensemble des fonctions yk.
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Nous donnons ici un exemple de la résolution d’un tel système à partir des formules de Runge-Kutta d’ordre 2
(Euler modifié). Pour l’équation numéro k, la formule (5.3) devient :

yk,n+1 ← yk,n + h
2 fk(tn, y1,n, y2,n, ..., ym,n)+

h
2 fk

(
tn + h, y1,n + hf1(tn, y1,n, y2,n, ..., ym,n),

y2,n + hf2(tn, y1,n, y2,n, ..., ym,n),
...,

ym,n + hfm(tn, y1,n, y2,n, ..., ym,n)
)

dans laquelle, yk,i est mis pour l’évaluation numérique de yk(ti).

En posant : κin = fi(tn, y1,n, y2,n, ..., ym,n), on peut décrire le calcul des yk,n+1 ainsi :
– ∀i ∈ [1..m], calculer κin = fi(tn, y1,n, y2,n, ..., ym,n)
– ∀k ∈ [1..m], calculer yk,n+1 par la relation :

yk,n+1 ← yk,n +
h

2

{
κkn + fk

(
tn+1, (y1,n + hκ1n), (y2,n + hκ2n), ..., (ym,n + hκmn)

)}
Les formules sont longues à écrire mais ne présentent aucune difficulté particulière. Dans le cas des méthodes de
Runge-Kutta, notons au passage qu’il est nécessaire de calculer toutes les constantes (que nous avons ici appelées
κ) du système avant de calculer les approximations de y. Dans le cas des équations d’ordre 4, il faudrait calculer la
valeur des 4 paramètres k1 à k4, pour chacune des m équations (ce qui ferait 4m paramètres), pour ensuite pouvoir
calculer, avec tous ces paramètres, les estimations des fonctions yk pour une valeur ti donnée.

3 Ordre 2 ou plus

Nous nous intéressons ici aux problèmes de type :

y(m)(t) = f(t, y(t), y(1)(t), y(2)(t), ..., y(m−1)(t)) (5.4)

auquel on ajoute des conditions initiales sur les valeurs y(t0) à y(m−1)(t0).

Une telle équation différentielle (d’ordre m) peut être transformé en un système de m équations d’ordre 1. Comme
nous l’avons vu dans la section précédente, un tel système peut être résolu avec les mêmes méthodes que celles per-
mettant de résoudre une seule équation différentielle d’ordre 1. Nous n’avons donc qu’à transformer l’équation (5.4)
en un système d’ordre 1 pour pouvoir appliquer les méthodes déjà citées. Cette transformation est simple et consiste
à considérer les dérivées ièmes de la fonction y comme de nouvelles fonctions que nous nommerons yi(t). L’équation
de départ (5.4) devient un système :

y′m−1(t) = f(t, y0(t), y1(t), y2(t), ..., ym−1(t))
y′m−2(t) = ym−1(t)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
y′1(t) = y2(t)
y′0(t) = y1(t)

Les conditions initiales sont naturellement réécrites pour y0(t0) à ym−1(t0).

4 Conditions aux limites pour le second ordre : méthode de tir

Jusqu’à présent, tous les cas s’appliquaient à des équations ou systèmes d’ordre 1 ou plus avec des conditions
initiales. Nous traitons ici le cas d’équations du second ordre données avec des conditions aux limites, c’est à dire
pour lesquelles la valeur initiale de y est connue, mais pas celle de y′. À la place, c’est la valeur de y ou y′ en un
autre point qui est donnée.

L’idée consiste à choisir arbitrairement plusieurs angles de tir (i.e. plusieurs conditions initiales pour y′, à résoudre
ces équations, puis à en déduire l’angle de tir qui donne effectivement la condition aux limites cherchée.
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4.1 Équation linéaire

Dans le cas où l’équation est de type (nous renommons ici l’inconnue en x car les problèmes de conditions aux
limites sont courants dans l’espace plutôt que dans le temps) :

y′′(x) = A(x)y′(x) +B(x)y(x) + C(x) A(x), B(x), C(x) sont des polynômes en x

avec pour conditions aux limites :

y(a) = ya et

 y(b) = yb
ou

y′(b) = Yb

il suffit de résoudre deux fois l’équation pour deux valeurs arbitraires de y′(a) (on choisit généralement 0 et 1) avec
une des méthodes qui précède. Supposons que les fonctions trouvées soient y0 (pour la condition initiale y′(a) = 0)
et y1 (pour la condition initiale y′(a) = 1). En pratique, on dispose de valeurs numériques de ces fonctions en un
certain nombre de points.

Dans le cas où la condition aux limites est y(b) = yb, la solution mathématique de l’équation de départ est donnée
par :

y(x) =
(

yb − y1(b)
y0(b)− y1(b)

)
y0(x) +

(
y0(b)− yb
y0(b)− y1(b)

)
y1(x)

On peut donc calculer les valeurs numériques approchées de y(x) à partir des valeurs numériques approchées de y0

et y1 aux mêmes points.

Dans le cas où la conditions aux limites est y′(b) = Yb, la solution de l’équation est donnée par :

y(x) =
(

Yb − y′1(b)
y′0(b)− y′1(b)

)
y0(x) +

(
y′0(b)− Yb
y′0(b)− y′1(b)

)
y1(x)

4.2 Équations non linéaires

La méthode est un peu similaire mais ne permet pas un calcul direct de la solution à partir de y0 et y1. Détaillons
le cas où les conditions aux limites sont : y(a) = ya et y(b) = yb (l’autre cas est similaire). On commence par
résoudre deux équations différentielles ayant pour conditions initiales :

yβ0(a) = ya
y′β0

(a) = β0
puis

yβ1(a) = ya
y′β1

(a) = β1

où β0 et β1 sont arbitraires (nous verrons plus loin des exemples de choix judicieux), mais de telle sorte que :
(yβ0(b) − yb) × (yβ1(b) − yb) < 0. Cette condition signifie que β0 et β1 sont de part et d’autre de la solution de
l’équation ∆(β) = yβ(b) − yb = 0 On peut alors estimer une nouvelle valeur de β (β2) plus proche de la solution
(en utilisant la méthode de Newton par exemple) :

β2 =
β0 + β1

2

On résout alors à nouveau l’équation différentielle avec pour conditions initiales :

yβ2(a) = ya
y′β2

(a) = β2

Selon le signe de yβ2(b) − yb, on réitère le processus en partant de β0 et β2 ou bien de β1 et β2 jusqu’à ce que la
solution soit acceptable (i.e. on s’arrête lorsque |yβk

(b)− yb| < ε).

Cette méthode nécessite donc de résoudre deux fois l’équation différentielle au départ, puis de la résoudre une
nouvelle fois à chaque itération.

On a donc intérêt à choisir correctement les valeurs initiales β0 et β1. Il est conseillé [8] de prendre : β0 = yb−ya

b−a
(approximation linéaire de y), et β1 de façon a avoir effectivement le changement de signe.
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Chapitre 6

Équations aux dérivées partielles

D
ans la continuité du chapitre précédent, nous abordons maintenant la question de la résolution des
équations aux dérivées partielles. Après avoir brièvement caractérisé ces équations et avoir en partie
traité les problèmes de consistance et de stabilité, nous nous intéresserons tout particulièrement à la
méthode des différences finies. Des informations complémentaires pourront être trouvées dans [9], [6].

Le sujet est traité en détail dans [15]. Nous ne ferons qu’évoquer la méthode des éléments finis mais le lecteur
intéressé pourra se reporter à [7], [12] ou [17].

1 Rappel sur les coniques

Une conique de R3 (non dégénérée) est définie par :

φ(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0

Les directions asymptotiques sont obtenues en négligeant les termes de degré 1 ou moins et sont données par m = y
x .

Elles sont solution de :
cm2 + 2bm+ a = 0

Posons ∆ = b2 − ac. Selon le signe de ∆, on peut déterminer le nombre de directions asymptotiques :
– si ∆ > 0, il y a deux directions asymptotiques réelles, et la conique est une hyperbole ;
– si ∆ = 0, il y a une direction asymptotique réelle, et la conique est une parabole ;
– si ∆ < 0, il n’y a pas de direction asymptotique réelle, et la conique est une ellipse.
On peut montrer qu’après un changement de repère, si l’équation de la même conique devient :

Φ(X,Y ) = AX2 + 2BXY + CY 2 +DX + EY + F = 0

le signe de B2 − AC est le même que celui de b2 − ac. Le signe de cette valeur est donc une caractéristique de la
conique, indépendante du repère (ce dont on aurait pu se douter).

La conique a une forme canonique, c’est à dire qu’il existe un repère dans lequel son équation est :

Φ(X,Y ) = AX2 + CY 2 + F = 0 où F ne contient que des termes de degré 1 au plus

On peut montrer que les coefficients A et C sont les racines de l’équation :

λ2 − (a+ c)λ− b2 + ac

Les coefficients A et C sont donc les valeurs propres de la matrice1 :

Q =
(
a b
b c

)
En conséquence, le signe de ∆ est l’opposé du signe du produit des deux valeurs propres de Q. Donc, la conique
φ(x, y) = ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0 peut être classifiée en fonction du signe des valeurs propres de Q :
– Si Q a deux valeurs propres non nulles de même signe, alors la conique est une ellipse.
– Si Q a deux valeurs propres non nulles de signes opposés, alors la conique est une hyperbole.
– Si Q a une valeur propre nulle, alors la conique est une parabole.

1Puisque les valeurs propres sont les solutions du polynôme det (Q− λI) = 0.

29
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2 Classification des équations d’ordre 2

Une e.d.p. d’ordre 2 à deux variables indépendantes s’écrit :

a
∂2f

∂x2
+ b

∂2f

∂x∂y
+ c

∂2f

∂y2
+ d = 0

où a, b, c et d dépendent éventuellement de x, y, f , ∂f
∂x et ∂f

∂y .

L’essentiel des résultats sur les coniques que nous venons de présenter peuvent être adaptés à une telle équation. Le
changement de base des coniques devient un changement de variable, et on peut montrer que le signe de la quantité
b2 − 4ac se conserve par un tel changement de variable. Il est donc caractéristique de l’e.d.p. et par analogie avec
les coniques :
– Si b2 − 4ac > 0, l’équation est dite hyperbolique.
– Si b2 − 4ac = 0, l’équation est dite parabolique.
– si b2 − 4ac < 0, l’équation est dite elliptique.
Les méthodes de résolution des e.d.p. d’ordre 2 sont plus ou moins bien adaptées à tel ou tel type d’e.d.p. et savoir
les classifier est donc fondamental.

À titre d’exemple, voici quelque équations ((célèbres)) et leur type :
– L’équation des ondes :

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
= 0

est hyperbolique car ∆ = (0)2 − 4× (1)× (−c2) > 0 (si c 6= 0).
– L’équation de Laplace :

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= 0

est elliptique car ∆ = (0)2 − 4× (1)× (1) < 0.
– L’équation de la diffusion :

∂u

∂t
= σ

∂2u

∂x2

est parabolique, car ∆ = (0)2 − 4× (1)× (0) = 0
La classification des e.d.p. d’ordre 2 s’étend au cas où il y a plus de deux variables indépendantes. Soit l’e.d.p. :

i=N∑
i=1

j=N∑
j=1

aij
∂2f

∂xi∂xj
+ b = 0

où b ne contient pas de dérivées secondes ou croisées. On considère la matrice A = [aij ] des coefficients de plus
haut degré de l’e.d.p. Le signe des valeurs propres de A indique le type d’équation :
– Si A a toutes ses v.p. de même signe et non nulles, l’équation est elliptique.
– Si A a au moins une v.p. nulle, l’équation est parabolique.
– Si A a au moins deux v.p. de signes opposés, mais pas de v.p. nulle, l’équation est hyperbolique.
Dans ce chapitre, nous présenterons la méthode des différences finies, et l’appliquerons aux trois types d’équations
aux dérivées partielles d’ordre 2.

3 Méthode des différences finies

La méthode rappelle celle que nous utilisions pour les équations différentielles. Il s’agit, à partir du développement
de Taylor de discrétiser les dérivées de la fonction par une combinaison de certaines de ses valeurs. Selon l’utilisation
des différences à gauche, à droite ou centrée, on obtient différents schémas de discrétisation aux différences finies.
Tous ne sont pas équivalents, et une étude fine est nécessaire pour choisir le schéma représentant le meilleur
compromis.

La présentation générale de la méthode va nous permettre d’aborder les notions de consistante, de stabilité et de
convergence.
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3.1 Consistance

Une méthode numérique est consistante si l’erreur de discrétisation de l’équation tend vers 0 lorsque le (les) pas
de discrétisation tend(ent) vers 0.

Voyons ce que signifie cette définition sur un exemple. Considérons l’équation aux dérivées partielles :

∂u

∂t
− σ∂

2u

∂x2
= 0

Nous devons choisir des schémas de discrétisation (voir chapitre 4) pour cette équation. Par exemple (notons Um,n
la valeur au temps n∆t et à l’abscisse m∆x) :(

∂2u

∂x2

)
m,n

=
Um−1,n − 2Um,n + Um+1,n

∆x2
− ∆x2

12

(
∂4u

∂x4

)
m,n

+O(∆x4)

(
∂u

∂t

)
m,n

=
Um,n+1 − Um,n

∆t
− ∆t

2

(
∂2u

∂t2

)
m,n

+O(∆t2)

En négligeant les termes de degré 2 en ∆x et 1 en ∆t, nous obtenons comme schéma de calcul pour notre équation :

Um,n+1 − Um,n
∆t

− σUm−1,n − 2Um,n + Um+1,n

∆x2
= 0

L’erreur de troncature vaut les termes que nous avons négligé :

R(u,∆x,∆t) =
∆t
2

(
∂2u

∂t2

)
m,n

− σ∆x2

12

(
∂4u

∂x4

)
m,n

+O(∆t2) +O(∆x4)

Or, R(u) tend vers 0 lorsque ∆t et ∆x tendent vers 0. En conséquence, le schéma est consistant, puisqu’en diminuant
le pas de temps et le pas d’espace, notre équation discrète approchée tend effectivement vers l’équation que nous
devons résoudre.

Ce n’est néanmoins pas toujours le cas, et il peut y avoir des conditions à la consistance. Le schéma discret suivant
de la même équation (dit de Dufort et Frankel) :

Um,n+1 − Um,n−1

2∆t
− σUm−1,n − Um,n+1 − Um,n−1 + Um+1,n

∆x2
= 0

a pour erreur de troncature :

R(u,∆x,∆t) = σ
∆t2

∆x2

∂2u

∂t2
+O(∆t2) +O(∆x2)

et R(u,∆x,∆t) tend vers 0 lorsque ∆x et ∆t tendent vers 0, uniquement si le rapport ∆t
∆x tend lui aussi vers 0.

Nous avons à présent le moyen de contrôler que le schéma discret choisi est une bonne approximation de l’équation
à résoudre.

3.2 Stabilité

Une fois le schéma discret choisi, il va être nécessaire de le résoudre. Le processus de résolution, à la vue des
équation sera la plupart du temps itératif. On calculera les valeurs de U de proche en proche : une valeur donnée de
U sera donc calculée en utilisant le résultat du calcul d’autres valeurs de U . Les erreurs d’arrondi étant inévitables
sur machine, la méthode sera stable si ces erreurs ne s’amplifient pas (trop) au cours du calcul.

Nous donnons seulement ici une ((recette)) (justifiée dans [15]) pour vérifier dans une certaine mesure la stabilité
du processus de calcul. Soit un équation discrétisée :

l=l2,k=k2∑
l=−l1,k=−k1

alkUm+l,n+k = 0

avec k1, k2, l1 et l2 positifs. En remplaçant Um+l,n+k par ξkme
iωml∆x dans le schéma de résolution, on obtient un

polynôme de degré N − 1 en ξm si N pas de temps sont mis en jeu. On admettra que le schéma est stable si
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maxm |ξm| ≤ 1.
¹ ∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼¹ ∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼¹

Voyons comment étudier la stabilité sur un exemple. Si nous reprenons le premier schéma de discrétisation de la
section précédente, et effectuons le remplacement ci-dessus, nous obtenons :

ξm
∆t
− 1

∆t
− σ

∆x2

[
e−iωm∆x + eiωm∆x − 2

]
= 0

Cette expression nous donne :

ξm = 1 + 2
σ∆t
∆x2

(cos(ωm∆x)− 1)

On a :
ξm ≥ 1 + 2 σ∆t

∆x2 (−1− 1)

ξm ≤ 1 + 2 σ∆t
∆x2 (1− 1)

C’est à dire :
∀m, 1− 4

σ∆t
∆x2

≤ ξm ≤ 1

Par conséquent, le calcul sera stable si : ∆t
∆x2 ≤ 1

2σ .

Il est tout à fait possible que la ou les conditions de stabilité soient incompatibles avec les conditions de consistance.

Notons au passage que le schéma de Dufort et Frankel, cité plus haut est par exemple stable sans condition, alors
qu’il n’est pas toujours consistant.

3.3 Convergence

Après s’être assuré que le schéma discret tend vers l’équation, que ce schéma conduit à un calcul stable, on dispose
d’une solution. Le schéma utilisé est dit convergent si sa solution ainsi obtenue tend vers la solution de l’équation
de départ, lorsque les pas de discrétisation tendent vers 0.

Nous ne citerons ici qu’un résultat (dû à Lax), permettant de vérifier la convergence dans certains cas : Si le problème
est linéaire2 et bien posé3, consistance et stabilité sont nécessaires et suffisantes pour assurer la convergence.

4 Équations paraboliques

Rappelons la forme d’une équation différentielle parabolique :

a
∂2u

∂x2
+ 2b

∂2u

∂x∂t
+ c

∂2u

∂t2
= g avec ∆ = b2 − ac = 0

où a, b, c et g dépendent éventuellement de x, t, u et de ses dérivées du premier ordre.

4.1 Mise sous forme canonique

Il existe un changement de variables tel que l’équation s’écrive :

∂2u

∂X2
= G

où G dépend éventuellement de x, t, u et de ses dérivées du premier ordre. Nous allons voir comment trouver un tel
changement de variables. Soient X(x, t) et T (x, t) deux fonctions de x et t. Calculons ∂2u

∂x2 , ∂2u
∂t2 et ∂2u

∂x∂t en faisant
apparâıtre les nouvelles variables X et T :

∂u

∂x
=

∂u

∂X

∂X

∂x
+
∂u

∂T

∂T

∂x

2Ce sera le cas dans ce chapitre.
3Un problème bien posé est un problème qui, mathématiquement, admet une unique solution et dépend de façon continue des

conditions aux limites comme c’est généralement le cas pour un problème issu de la physique.
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∂2u

∂x2
=
(
∂2u

∂X2

∂X

∂x
+

∂2u

∂X∂T

∂T

∂x

)
∂X

∂x
+
∂u

∂X

∂2X

∂x2
+
(
∂2u

∂T 2

∂T

∂x
+

∂2u

∂X∂T

∂X

∂x

)
∂T

∂x
+
∂u

∂T

∂2T

∂x2

Posons :
α =

∂X

∂x
, β =

∂X

∂t
, γ =

∂T

∂x
, δ =

∂T

∂t

On obtient :
∂2u

∂x2
= α2 ∂

2u

∂X2
+ 2αγ

∂2u

∂X∂T
+ γ2 ∂

2u

∂T 2
+
∂u

∂X

∂2X

∂x2
+
∂u

∂Y

∂2T

∂x2

∂2u

∂x2
= α2 ∂

2u

∂X2
+ 2αγ

∂2u

∂X∂T
+ γ2 ∂

2u

∂T 2
+ a′

où a′ ne contient que des dérivées de u d’ordre 1 au plus. En procédant de même avec les autres dérivées, on
obtient :

∂2u

∂t2
= β2 ∂

2u

∂X2
+ 2βδ

∂2u

∂X∂T
+ δ2 ∂

2u

∂T 2
+ c′

∂2u

∂x∂t
= αβ

∂2u

∂X2
+ γδ

∂2u

∂T 2
+ (αδ + βγ)

∂2u

∂X∂T
+ b′

L’équation de départ devient donc :

A︷ ︸︸ ︷(
aα2 + 2bαβ + cβ2

) ∂2u

∂X2
+ 2

B︷ ︸︸ ︷
(aαγ + cβδ + b (αδ + βγ))

∂2u

∂X∂T
+

C︷ ︸︸ ︷(
aγ2 + cδ2 + 2bγδ

) ∂2u

∂T 2
= G

où G ne contient que des dérivées de u d’ordre inférieur ou égal à 1. Jusqu’à présent, ces calculs sont valables
pour les trois types d’équation (parabolique, hyperbolique et elliptique). À présent, nous voulons annuler B et C
et savons que b2 − ac = 0. Ceci nous permet d’écrire :

aαγ + cβδ + b (αδ + βγ) = 0
aγ2 + cδ2 + 2bγδ = 0

b2 − ac = 0

De la deuxième équation, un polynôme de degré 2 en γ, nous tirons (en utilisant que b2 = ac) :

γ =
−bδ
a

Pour que le changement de base ne soit pas dégénéré, il faut de plus que αδ − βγ 6= 0. Nous avons cependant une
certaine latitude dans le choix des paramètres. Par exemple :

α = 1
β = 0
γ = −b
δ = a

qui nous donne bien la forme canonique.

4.2 Résolution par les différences finies

Nous travaillerons sur l’équation de la diffusion, déjà rencontrée, et qui est généralement donnée sous forme cano-
nique :

∂u

∂t
= σ

∂2u

∂x2

Notons au passage que les équations de la physique sont le plus souvent données sous forme canonique, qu’elles
soient paraboliques, hyperboliques ou elliptiques.

Comme c’est souvent le cas pour les équations de ce type, le temps intervient. Le vocabulaire employé au chapitre 4
est donc légèrement particularisé. Nous parlerons de niveaux de temps pour indiquer combien de pas de temps
apparaissent dans l’équation discrète, ainsi que de schéma implicite, explicite ou mixte pour indiquer que les
valeurs de la fonction à la date t sont obtenues par des valeurs de la fonction à des dates postérieures, antérieures,
ou les deux.
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Les valeurs de la fonction à la date n∆t et à l’abscisse m∆x sont notées Um,n.

Nous avons jusqu’à présent proposé deux schémas de discrétisation que nous rappelons ici :

schéma 1
Um,n+1 − Um,n

∆t
− σUm−1,n − 2Um,n + Um+1,n

∆x2
= 0

schéma 2
Um,n+1 − Um,n−1

2∆t
− σUm−1,n − Um,n+1 − Um,n−1 + Um+1,n

∆x2
= 0

Nous donnons à présent un troisième schéma, obtenu par une première façon d’écrire la dérivée partielle d’ordre 2
en x, que nous avons déjà vue, mais qui est ici exprimée à la date (n+ 1)∆t :(

∂2u

∂x2

)
m,n+1

≈ 1
∆x2

(Um−1,n+1 − 2Um,n+1 + Um+1,n+1)

Puis, nous utilisons les différences à gauche à l’instant t+ ∆t pour la dérivée d’ordre 1 en t :

Um,n+1−1 ≈ Um,n+1 −∆t
(
∂u

∂t

)
m,n+1

C’est à dire : (
∂u

∂t

)
m,n+1

≈ Um,n+1 − Um,n
∆t

Nous avons deux expressions au point m, à l’instant n + 1 que l’on peut donc utiliser comme schéma pour notre
équation :

schéma 3
Um,n+1 − Um,n

∆t
− σUm−1,n+1 − 2Um,n+1 + Um+1,n+1

∆x2
= 0

Ces trois schémas peuvent être réécrits, en posant r = σ∆t
∆x2 :

schéma 1 Um,n+1 = Um,n + r(Um−1,n − 2Um,n + Um+1,n)

schéma 2 Um,n+1 =
2r

1 + 2r
(Um−1,n + Um+1,n) +

1− 2r
1 + 2r

Um,n−1

schéma 3 Um,n+1 = Um,n + r(Um−1,n+1 − 2Um,n+1 + Um+1,n+1)

De ces trois schémas, nous voyons que les deux premiers sont explicites (le calcul au temps n+ 1 ne fait intervenir
que des valeurs antérieures) et le troisième implicite (le calcul au temps n+ 1 ne peut pas se faire directement).

Les schémas 1 et 3 sont à deux niveaux de temps. En conséquence, la connaissance de la fonction au temps 0 suffit
pour lancer le processus de résolution (c’est généralement la condition initiale qui est donnée). En revanche, le
schéma numéro 2 est à trois niveaux de temps, et la donnée de la fonction à la date 0 ne suffit plus. Ce schéma
présentant l’intérêt d’être stable sans condition et explicite, il reste assez utilisé et est initialisé par l’utilisation
d’un autre schéma à deux niveaux de temps uniquement.

5 Équations hyperboliques

Rappelons la forme d’une équation différentielle hyperbolique :

a
∂2u

∂x2
+ 2b

∂2u

∂x∂t
+ c

∂2u

∂t2
= g avec ∆ = b2 − ac > 0

où a, b, c et g dépendent éventuellement de x, t, u et ses dérivées du premier ordre.

5.1 Mise sous forme canonique

Nous ne referons pas ici les calculs, tout à fait similaires à ceux réalisés pour les équations paraboliques. Nous
donnerons seulement les deux formes canoniques :

A
∂2u

∂X2
+ C

∂2u

∂T 2
+D = 0 (AC < 0)
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et

B
∂2u

∂X∂T
+D′ = 0 (B 6= 0)

où A, B, C, D et D′ dépendent éventuellement de X, T , u et des dérivées d’ordre un de u.
» ∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼» ∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼»

5.2 Différences finies

Nous travaillerons sur l’exemple de l’équation des ondes, qui est déjà sous forme canonique :

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
= 0

Proposons un premier schéma de discrétisation :

1
∆t2

(Um,n−1 − 2Um,n + Um,n+1)− c2

∆x2
(Um−1,n − 2Um,n + Um+1,n) = 0

En posant r = c2∆t2

∆x2 , nous obtenons le schéma explicite suivant :

Um,n+1 = 2(1− r)Um,n + r (Um−1,n + Um+1,n)− Um,n−1

En utilisant la méthode présentée plus haut, nous pouvons montrer que ce schéma est stable si : c∆t
∆x ≤ 1.

5.3 Décomposition en équations du premier ordre

Notons que les équations hyperboliques peuvent être décomposées en équations du premier ordre. L’équation des
ondes :

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
= 0

peut ainsi s’écrire :
∂y
∂t + c ∂y∂x = 0
∂u
∂t − c∂u∂x = y

Chacune de ces deux équations peut être résolue plus simplement que l’équation de départ.

6 Équations Elliptiques

Rappelons la forme d’une équation différentielle elliptique :

a
∂2u

∂x2
+ 2b

∂2u

∂x∂y
+ c

∂2u

∂y2
= g avec ∆ = b2 − ac < 0

où a, b, c et g dépendent éventuellement de x, y, u et de ses dérivées du premier ordre.

6.1 Mise sous forme canonique

Un équation elliptique peut être mise sous forme canonique :

A
∂2u

∂X2
+ C

∂2u

∂Y 2
+D = 0 (AC > 0)

où A, C et D dépendent éventuellement de X, Y , u et des dérivées d’ordre un de u. Les variables x et t on ici
été renommées en x et y car, physiquement, les équations elliptiques correspondent généralement à des problèmes
stationnaires.
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6.2 Différences finies

Les conditions aux limites d’une équation elliptique sont généralement données sur une frontière fermée du do-
maine (de par la nature des phénomènes physiques qui correspondent). Ce fait facilite la résolution matricielle des
équations, comme nous allons le voir dans le cas de l’équation de Poisson monodimensionnelle :

∂2f

∂x2
= g(x)

Discrétisée, l’équation devient :
Fm−1 − 2Fm + Fm+1 = ∆x2g(m∆x)

La fonction g étant connue ainsi que les conditions aux limites donnant f(0) = F0 et f(N∆x) = FN nous obtenons
le système (en posant gm = g(m∆x)) :

−2F1 + F2 = ∆x2g1 − F0

F1 − 2F2 + F3 = ∆x2g2

F2 − 2F3 + F2 = ∆x2g3

... = ...
FN−2 − 2FN−1 = ∆x2gN−1 − FN

Si nous notons F le vecteur (F1, ..., FN−1),
G le vecteur (∆x2g1 − F0,∆x2g2, ...,∆x2gN−2,∆x2gN−1 − FN )
et A la matrice : 

−2 1 0 · · · 0

1 −2
. . . . . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . 1

0 · · · 0 1 −2


la solution F est obtenue en résolvant le système :

AF = G

ce qui peut être réalisé avec toutes les méthodes du chapitre 2. Dans le cas d’une équation à deux dimensions,
comme l’équation de Laplace :

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= 0

Si nous choisissons comme schéma discret (nous notons Fm,n la valeur calculée de f(m∆x, n∆y) :

1
∆x2

(Fm−1,n − 2Fm,n + Fm+1,n) +
1

∆y2
(Fm,n−1 − 2Fm,n + Fm,n+1) = 0

Nous obtenons aussi un système linéaire en construisant un vecteur F à partir des valeurs Fm,n en les ordonnant
ainsi par exemple : (F1,1, F1,2, ..., F1,N−1, F2,1, ..., F2,N−1, ..., FM−1,1, ..., FM−1,N−1). La matrice obtenue ne sera
plus tridiagonale, mais la résolution du système linéaire restera possible.

7 Quelques mots sur la méthode des éléments finis

Nous ne ferons qu’évoquer ici le principe général de la méthode. Comme nous venons de le voir, la méthode des
différences finies consiste, dans le principe, à trouver la fonction recherchée sous forme de valeurs discrètes en
certains points d’un maillage. La méthode des éléments finis consiste de son côté à trouver une approximation de
la fonction recherchée sous forme analytique en chacune des mailles (qu’on appellera alors éléments) de l’espace
des variables.

Prenons un exemple en dimension 1 et supposons que la fonction recherchée, comme solution d’une équation
différentielle, soit f(x) = x2 + 1 dans l’intervalle [xm, xM ]. Naturellement, dans ce cas précis, la solution pourrait
sans doute être trouvée analytiquement. La méthode des éléments finis consistera à découper l’intervalle [xm, xM ]
en N intervalles (les éléments) : [xi, xi+1], avec i ∈ [[0...N − 1]], x0 = xm et xN = xM . Sur chaque élément [xi, xi+1],
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on pourra rechercher la fonction f sous forme d’une fonction affine. Le résultat obtenu sera une approximation de
la fonction recherchée comme l’indique la figure suivante :

x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6

Dans l’exemple précédent, pour chaque élément, nous recherchons une approximation de la fonction sous la forme :
y = a1x+ a0 (polynôme de degré 1), puis nous ajoutons des contraintes de continuité entre chaque élément.
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Chapitre 7

Optimisation

A
près la résolution d’équations différentielles ou aux dérivées partielles, le second thème qui sera pour
nous le plus important est abordé dans ce chapitre. Les problèmes d’optimisation sont aussi abordés
dans [14] et [9], ou dans des ouvrages de recherche opérationnelle. Nous nous intéresserons ici aux
problèmes suivants :

– trouver l’argument x∗ ∈ Rn qui minimise une fonction quelconque J sur un certain intervalle (optimisation sans
contrainte) ;

– trouver l’argument x∗ ∈ Rn qui minimise une fonction quelconque J sur un certain intervalle, x∗ devant par
ailleurs remplir un certain nombre de conditions, comme annuler une certaine fonction g (optimisation sous
contraintes).

Selon que la fonction J ou les contraintes sont des fonctions linéaires ou non, nous dirons avoir affaire
à un problème de programmation linéaire ou à un problème de programmation non linéaire.

La programmation linéaire (J et les contraintes sont toutes linéaires) est abordée dans le chapitre suivant. Dans ce
chapitre, nous nous intéresserons essentiellement aux cas où une des fonctions du problème n’est pas linéaire.

1 Forme standard

Un problème d’optimisation est dit sous forme standard s’il s’écrit :

min
x∈Rn

J(x) avec g(x) ≤ 0 et h(x) = 0

2 Exemples de problèmes

Identification On dispose d’un ensemble de mesures {(ti, yi), i ∈ [[1..m]]}.
Le modèle proposé étant f(x) = a exp(−bt) cos(ct+ d), on désire minimiser :

J(a, b, c, d) =
i=m∑
i=1

(yi − f(ti))2

Déformation d’une corde u(0) = u(1) = 0, et au repos ∀x ∈ [0, 1], u(x) = 0 :

x = 0 x = 1

u(x)

En présence d’un obstacle, u minimise :

1
2

∫ 1

0

τ

[
du
dx

]2

dx avec ∀x ∈]0, 1[, u(x) ≥ v(x)

39
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x = 0 x = 1

u(x)

v(x)

L’inconnue étant une fonction, on n’est pas sous forme standard. On s’y ramène en disrétisant le probmème :
Trouver U ∈ RN+1 qui minimise :

1
2
UTAU

avec A = τN



2 −1 0 · · · 0

−1
. . . . . . . . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . −1

0 · · · 0 −1 2

 et ∀k ∈ [[1..N − 1]]Uk ≥ Vk

¼ ∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼¼ ∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼∼¼

3 Transformation en problème linéaire

Si les contraintes sont linéaires (elles définissent un polyèdre), et que seule la fonction J est non-linéaire, il peut être
intéressant de ((linéariser)) le problème, en remplaçant J par son développement de Taylor à l’ordre 1 par exemple.
Partant d’un point x0, la minimisation de J est donc remplacée par la minimisation de J(x0) + −→∇J(x0)(x − x0)
c’est à dire la minimisation de −→∇J(x0)x.

Ce genre de problème entre dans le cadre de la programmation linéaire détaillée au chapitre suivant. Nous pouvons
ainsi obtenir le point x1. Puis, on cherche 0 < α < 1 tel que J(x0 +α(x1−x0)) soit minimum, ce qui est encore un
problème de programmation linéaire (et consiste à trouver le point x2 = x0 +α(x1−x0) qui appartient au segment
[x0, y0] et qui minimise J sur ce segment).

On recommence le processus en partant du point x2 au lieu du point x0. La résolution est donc un processus
itératif, dans lequel chaque itération revient à résoudre deux problème de programmation linéaire.

4 Méthode de Newton

Le cours de première année donnait la méthode de Newton pour résoudre une équation de type f(x) = 0. Cette
même méthode est adaptée pour trouver l’argument qui minimise une fonction J .

Dans le cas scalaire (J est une fonction de R dans R), nous allons construire une suite xk qui converge vers x∗,
argument qui minimise J . Le développement limité de J autour du point xk est donné par :

J(x) = J(xk) + (x− xk)J ′(xk) +
1
2

(x− xk)2J ′′(xk) +O((x− xk)3)

En négligeant le terme d’ordre 3 et en affirmant que la dérivée de l’approximation polynomiale de J est nulle en
un extremum de J , on obtient :

J ′(xk) + (xk+1 − xk)J ′′(xk) = 0

C’est à dire :

xk+1 = xk − J ′(xk)
J ′′(xk)

Nous avons le même résultat que pour la méthode de Newton appliquée à la résolution de J(x) = 0, mais J a
été remplacé par J ′. Les inconvénients restent les mêmes... et la méthode converge effectivement vers la solution
uniquement si le point de départ x0 est bien choisi, suffisamment proche de x∗.
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La méthode se généralise pour une fonction à valeurs dans Rn. L’approximation Ja de J au degré 2 autour de xk
est :

Ja(x) = J(xk) +−→∇J(xk)
T

(x− xk) +
1
2

(x− xk)TH(xk)(x− xk)

avec H le hessien de J :

H = [Hij ](i,j)∈[[1..n]]2 , Hij =
∂2J

∂xi∂xj

Notons que H est symétrique réelle. Si elle est définie positive (resp. négative), on est en présence d’un minimum
(resp. maximum) de J . La suite est donc itérée ainsi :

xk+1 = xk −H(xk)−1−→∇J(xk)

On arrêtera les itérations lorsque le gradient de J sera suffisamment petit, ou lorsqu’il variera trop peu.

Il est souvent difficile de calcule H−1. Les méthodes de quasi-Newton consistent à remplacer H−1 par une approxi-
mation. Nous verrons une de ces approximation dans le cadre de la minimisation d’un critère quadratique.

5 Méthodes de descente

5.1 Généralités

Dans cette section, nous essayons de construire une suite xk qui converge vers le minimum de J . La suite est
calculée par :

xk+1 = xk + αkpk

où pk est la direction de descente et αk le pas de descente.

Il existe plusieurs méthodes de descente, selon la direction (gradient, gradient conjugué) ou le pas (pas fixe, pas
optimal).

Pour une descente avec un pas optimal, le principe est de trouver :

αk(opt) = min
αk

f(xk+1)

En particulier, le pas optimal varie avec la suite... Une bon pas est un pas qui fait suffisamment varier J , mais
qui néanmoins est suffisamment petit pour assurer la convergence. Un pas qui décrôıt lorsque k crôıt semble donc
être un bon choix. Nous reviendrons sur un calcul de pas optimal dans le cadre de l’optimisation de la fonction
J(x) = 1

2<Ax|x>−<b|x>.

Quelle que soit la direction de descente, elle va généralement dans le sens de la minimisation de J . La descente de
gradient consiste à prendre pk = −−→∇J(xk) (avec αk > 0), qui est la direction de plus grande pente. La descente
de gradient avec pas fixe s’appelle méthode de Richardson.

En règle générale, toute direction de descente pk qui vérifie <pk|−→∇J(xk)> < 0 fonctionne (plus ou moins bien).

5.2 Cas particulier des systèmes linéaires

Cette sous-section ne s’apparente pas vraiment à de la programmation non-linéaire, mais figure ici comme cas
particulier des méthodes de descente.

On souhaite résoudre le système Ax = b où A est symétrique et définie positive. Soit J(x) = 1
2<Ax|x>−<b|x>.

La solution x̄ de Ax = b est aussi la valeur qui minimise J(x).

Dans ce cas particulier, nous pouvons calculer le αk optimal pour un pk donné. C’est celui qui donnera la valeur
minimum de J(xk+1) :

J(xk+1) = J(xk + αkpk) = J(xk) +
α2
k

2
<Apk|pk>+ αk<Axk − b|pk>
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Nous avons un trinôme de degré 2 en αk à coefficient dominant positif (puisque A est définie positive). Son minimum
est atteint pour :

αk =
<b−Axk|pk>
<Apk|pk>

De même, la direction de plus grande pente est simplement ici : pk = −−→∇J(x) = b − Ax Voici l’algorithme de
descente du gradient à paramètre local optimal (rappelons que A doit être symétrique et définie positive). On
suppose que les opérations de calcul matriciel ont été implantées :

gradient(A : tableau de réels n×n, b : tableau de réels de taille n,n : entier , ε : réel)
xk,pk : tableaux de réels

αk : réel

xk←choix ((pas trop éloigné)) de x̄

pk←b−A× xk
répéter tant que ‖pk‖2 > ε

αk←‖pk‖2
αk←αk/<Apk|pk>
pk←b−A× xk

On peut montrer [17] que la méthode du gradient avec αk optimal converge toujours vers la solution du système
linéaire. En revanche, la méthode de Richardson (pas fixe) converge si le paramètre α choisi vérifie :

0 < α < 2
I
S

avec :

I = inf
y∈Rn

∗

<y|Ay>
<y|y>

S = sup
y∈Rn

∗

<y|Ay>
<y|y>

6 Minimisation d’un critère quadratique

6.1 Approximation polynomiale

Disposant d’un ensemble de n + 1 mesures (xi, yi)i∈[[0..n]], on recherche une fonction g qui minimise l’erreur J =∑i=n
i=0 (yi − g(xi))2.

Soit parce qu’on souhaite retrouver un modèle particulier, soit parce qu’on observe une régularité dans les mesures
(xi, yi), on fait généralement des suppositions sur la forme de g : fonction affine (on fait alors de la régression
linéaire), polynôme de degré k,...

Dans tous les cas, une fois la ((forme)) de g choisie, on laisse naturellement certains paramètres libres (des nombres
réels), et on cherche donc à déterminer la fonction g(x; a0, a1, ..., ak) où a0, a1,...,ak sont ces paramètres.

Il faut donc minimiser l’expression suivante :

S =
i=n∑
i=0

(g(xi; a0, ..., ak)− yi)2

C’est à dire qu’il faut avoir : 

∂S

∂a0
= 0

∂S

∂a1
= 0

. . . . . . . . . . .
∂S

∂ak
= 0

(7.1)
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Choisissons pour g une forme polynomiale :

g(x) = akx
k + ak−1x

k−1 + · · ·+ a1x+ a0

Le système (7.1) devient donc :

∀m ∈ [[0..k]] ,
∂S

∂am
= 2

i=n∑
i=0

(
a0x

m
i + a1x

m+1
i + a2x

m+2
i + · · ·+ akx

m+k
i − yixmi

)
= 0

C’est à dire :

∀m ∈ [[0..k]] ,

(
i=n∑
i=0

xmi

)
a0 +

(
i=n∑
i=0

xm+1
i

)
a1 + · · ·+

(
i=n∑
i=0

xm+k
i

)
ak =

i=n∑
i=0

yix
m
i

Cet ensemble de k + 1 équations peut s’écrire sous forme matricielle :
n+ 1

∑n
0 xi

∑n
0 x

2
i · · · ∑n

0 x
k
i∑n

0 xi
∑n

0 x
2
i

∑n
0 x

3
i · · · ∑n

0 x
k+1
i

...
...

...
...∑n

0 x
k
i

∑n
0 x

k+1
i

∑n
0 x

k+2
i · · · ∑n

0 x
2k
i

×

a0

a1
...
ak

 =


∑n

0 yi∑n
0 xiyi

...∑n
0 x

k
i yi

 (7.2)

Le système d’équations précédent peut être obtenu par un autre raisonnement. Supposons que l’on cherche un
polynôme g tel que ∀i, g(xi) = y(i), on obtient le système d’équations :

a0 + a1x0 + a2x
2
0 + · · ·+ akx

k
0 = y0

a0 + a1x1 + a2x
2
1 + · · ·+ akx

k
1 = y1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a0 + a1xn + a2x

2
n + · · ·+ akx

k
n = yn

Ce système s’écrit sous forme matricielle :

A×


a0

a1
...
ak

 =


1 x0 · · · xk0
1 x1 · · · xk1
...

...
...

1 xn · · · xkn

×

a0

a1
...
ak

 =


y0

y2
...
yn


Si k = n+ 1, on obtient un système de n+ 1 équations à n+ 1 inconnues, et le résultat donne le polynôme de degré
n+ 1 qui passe exactement par les n+ 1 points.

Si k < n+ 1, nous verrons section 6.2 qu’on peut tenter d’approcher la solution, en résolvant le système ATAx =
AT y. Ce système est justement le système 7.2.

Il peut être résolu en utilisant les méthodes du chapitre 2. Le problème pratique qui se pose est dû aux erreurs
d’arrondis, importantes ici à cause de l’inhomogénéité des coefficients de la matrice (matrice mal conditionnée).
Néanmoins, cette méthode marche correctement si le degré du polynôme g est faible.

6.2 Résolutions des systèmes linéaires

Revenons sur les systèmes linéaires. Nous allons résoudre approximativement des systèmes surdéterminés. Nous
nous intéressons donc momentanément ici à la résolution d’un système de type :

a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = y1

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = y2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn = ym

avec m > n.

Puisqu’il y a plus d’équations que d’inconnues, le système est dit surdéterminé et n’admet généralement pas de
solution. En revanche, il peut être nécessaire de trouver un ((bon)) vecteur x = (x1...xn) pour lequel Ax est proche
de y.
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L’optimisation de l’erreur quadratique consiste à trouver le vecteur x tel que ‖Ax − y‖2 soit minimal. On peut
montrer qu’un tel vecteur x est solution de l’équation ATAx = AT y, qui est un système linéaire de n équations à
n inconnues. Nous pouvons donc appliquer les méthodes du chapitre 2 pour résoudre ce système. Notons de plus
que la matrice ATA étant symétrique, on pourra choisir parmi ces méthodes celles qui sont adaptées aux matrices
symétriques.

6.3 Méthode de Gauss Newton

Nous nous intéressons à la minimisation de J(x) = 1
2

∑i=n
i=1 fi(x)2. Si nous reprenons la méthode de Newton dans

ce cas particulier, nous obtenons :

−→∇J(x) =
i=n∑
i=1

−→∇fi(x)fi(x)

et

HJ(x) =
i=n∑
i=1

−→∇fi(x)−→∇fi(x)
T

+
i=n∑
i=1

fi(x)Hfi(x)

Nous faisons alors l’approximation suivante, à proximité de l’optimum :

H̃J(x) =
i=n∑
i=1

−→∇fi(x)fi(x)T ≈ HJ(x)

La méthode de Gauss Newton consiste à itérer la suite :

xk+1 = xk −
[
H̃J(xk)

]−1−→∇J(xk)

6.4 Méthode de Levenberg-Marquardt

La méthode de Levenberg Marquardt combine les avantages de la méthode de Gauss Newton et de la descente de
gradient. Les itérations sont :

xk+1 = xk −
[
H̃J(xk) + λI

]−1−→∇J(xk)

On remarque que lorsque λ devient très grand, la méthode converge vers la méthode de descente du gradient avec
un pas de 1

λ . Au contraire, lorsque λ est petit, la méthode converge vers celle de Gauss Newton.

Typiquement, on initialise λ a une grande valeur, puis on itère l’algorithme. À chaque itération, on regarde si
l’approximation est meilleure. Si c’est le cas, la valeur de λ est diminiuée (divisée par 10 par exemple), et on
continue les itérations. Si ce n’est pas le cas, la valeur de λ est augmentée (multipliée par 10 par exemple), et on
reprend la même itération. Ainsi, lorsqu’on s’approche de la solution, on tend vers la méthode de Gauss Newton.

7 Méthode de Lagrange*

Nous traitons ici les problèmes d’optimisation sous contraintes : trouver x ∈ ω ⊂ Rn tel que f(x) ∈ R soit minimum,
l’argument x devant vérifier la contrainte φ(x) = −→0 où φ est une fonction de Rn dans Rm. On notera φi(x) la
composante i du vecteur φ(x).

La fonction de Lagrange, ou Lagrangien, associé au problème précédent est :

L(x, λ) = f(x) + λTφ(x)

avec λ ∈ Rm. Les composantes du vecteur λ, que nous noterons λi sont appelés les multiplicateurs de Lagrange.

On peut montrer que si x∗ est un optimum de la fonction f vérifiant les contraintes, alors, si f et φ sont
différentiables, x∗ vérifie aussi : −→∇L = −→0
C’est à dire que les dérivées de L par rapport à chaque composante sont nulles. La méthode des multiplicateurs de
Lagrange consiste à recherche les solutions de ce système et à vérifier a posteriori si l’on a affaire à des maxima ou
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des minima. Une autre méthode pour trouver les minima consiste à calculer le Hessien H de L, en fonction de λ.
Si la matrice H est définie positive, pour un λ donné, l’extremum correspondant est un minimum, sinon c’est un
maximum.

Notons au passage que si la donnée d’un problème incite parfois à utiliser la méthode des multiplicateurs de
Lagrange, on peut parfois supprimer les contraintes en en déduisant des expressions que l’on substituera à certaines
variables, comme par exemple dans : minimiser f(x, y, z) = xyz sous contrainte que x+ y + z = 1.

L’extension de la méthode des multiplicateurs de Lagrange au cas des contraintes d’inégalité est due à Kuhn et
Tucker et ne sera pas abordée ici.

8 Algorithmes génétiques*

Les algorithmes génétiques sont issus du monde informatique plutôt que mathématique et résultent des principes
de sélection naturelle qui régissent a priori notre écosystème. Ils sont généralement utilisés lorsqu’aucune autre
méthode ne marche.

Le problème ici est d’optimiser un critère quelconque, dépendant de paramètres quelconques. Le critère doit être
facile (au sens de la complexité informatique) à calculer en fonction des paramètres. Nous supposerons dans la suite
que nous cherchons à maximiser le critère.

Le principe est d’entretenir une population d’individus, chacun étant défini par un génotype (ensemble de pa-
ramètres internes). Connaissant le génotype d’un individu, on doit pouvoir en déduire son phénotype, qui est la
manifestation de son génotype. Souvent, en pratique, phétonype et génotype ne font qu’un. C’est le phénotype
qui donne les paramètres qui permettent de calculer le critère à optimiser. Cette fonction est appelée fonction
d’adaptation.

Les individus ont une certaine durée de vie, peuvent se reproduire, et des mutations peuvent intervenir lors de la
reproduction. La reproduction sexuée consiste à créer un nouvel individu à partir de deux individus préexistants.
Si un seul individu peut donner un nouvel individu, la reproduction est dite asexuée. Le génotype de la progéniture
est un mélange (cross-over) des génotypes de parents, auquel on a apporté des modifications aléatoires et peu
probables (mutations).

Le principe des algorithmes génétiques en optimisation est de favoriser la reproduction des individus dont la
fonction d’adaptation est la plus élevée (en vertu des principes de sélection naturelle). À chaque génération, une
partie de la population est sélectionnée. Un individu particulier est sélectionné de façon d’autant plus probable que
sa fonction d’adaptation est élevée. Deux à deux, les individus sélectionnés se reproduisent, donnant éventuellement
des mutants. Le but est ainsi de faire converger la population vers une population uniforme, dont le phénotype
donnera les paramètres qui maximisent le critère.

Il est à noter qu’un algorithme génétique fonctionne bien si, en particulier, la fonction de croisement entre deux
individus a un sens. C’est à dire si le mélange de deux individus ayant une forte adaptation donne le plus souvent
un nouvel individu qui a aussi une forte adaptation.

Le réglage des nombreux paramètres (durée de vie, taux de croissance, taux de mutation, importance des mutations)
et le choix des nombreuses fonctions (croisement, mutation) sont laissés à la discrétion du programmeur car ils
dépendent fortement du problème particulier posé.

9 Quelques mots sur les LMI*

Lmi est l’acronyme de Linear Matrix Inequality. C’est une méthode relativement récente utilisée en optimisation.
Nous ne ferons qu’en évoquer le principe.

Nous noterons dans la suite > 0 au sujet d’une matrice A pour signifier ((définie positive)), c’est à dire telle que
∀x ∈ Rn∗ , xTAx > 0

Une LMI est une ((inégalité)) de la forme :

F (x) = F0 + x1F1 + · · ·+ xmFm > 0

où les Fi sont des matrices de Rn×n symétriques et x = (x1, ..., xm) est un vecteur de Rm inconnu.
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Une Lmi permet de contraindre le vecteur x à un ensemble convexe. De nombreux problèmes de restriction à un
ensemble convexe peuvent effectivement se mettre sous la forme d’une Lmi.

Il existe essentiellement deux techniques de résolution des Lmi, que nous n’aborderons pas ici, la méthode des
ellipsöıdes, et la méthode des points intérieurs.



Chapitre 8

Programmation linéaire*

L
a programmation linéaire est le problème de la recherche d’un extremum d’une fonction linéaire de
plusieurs variables, ces variables devant en outre satisfaire un système d’équations ou d’inéquations
linéaires. Par exemple, le problème qui consiste à maximiser f(x1, x2) = 3x1 + x2 sous contrainte que
x1 + x2 ≥ 0, x1 > 0 et 2x1 + x2 − 10 < 0 est un problème de programmation linéaire.

1 Représentation géométrique

Dans un premier temps, on se propose de résoudre le système suivant, de façon géométrique : Maximiser f(x1, x2) =
2x1 + 3x2 sous contrainte que x2 − x1 ≤ 2, x1 + x2 ≤ 4, 2x2 − x1 ≥ −2, avec x1 ≥ 0 et x2 ≥ 0.

1.1 Représentation des contraintes

Les contraintes sont ici toutes des inégalités. Chaque contrainte correspond à un demi-plan. Voici la représentation
graphique de l’ensemble des contraintes. La partie du plan grisée correspond au polygone qui contient les solutions
possibles (c’est l’intersection des cinq demi-plan définis par les contraintes) :

C

B

A

D

0

1.2 Recherche graphique d’une solution

Il reste donc à maximiser f , les valeurs x1 et x2 étant contraintes à la zone hachurée. La famille de droites Da

d’équation f(x1, x2) = a sont des droites parallèles. Trois de ces droites, D3, D 15
2

et D11 sont représentées sur le
schéma suivant.

47
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C

B

A

D

0

D11

D 15
2

D3

On se rend compte que parmi les droites Da qui ont au moins un point commun avec la zone hachurée, celle pour
laquelle a est maximum est D11. La valeur maximum atteinte par f est donc 11, la solution de notre problème est
le point {1, 3}, qui maximise f tout en respectant les contraintes.

1.3 Introduction à l’algorithme du simplexe

Si la zone des solutions possibles est bornée, le polygone formé par l’intersection des contraintes est convexe, comme
intersection de demi-plans. En conséquence, la partie du polygone qui maximise f est soit un sommet, soit une
arête, dans le cas où une des arêtes est orthogonale aux droites représentatives de f .

Si la zone des solutions possibles n’est pas bornée. Il se peut qu’il n’y ait pas de solution au problème dans le sens
où f n’a pas de valeur maximale comme dans l’exemple qui suit (le vecteur normal aux droites représentatives de
f est représenté), identique au précédent sans la contrainte x2 + x1 ≤ 4 :

A

B

0

Enfin, les contraintes peuvent être contradictoires, de telle sorte qu’il n’y ait pas de solution du tout, comme dans
l’exemple suivant : Maximiser f(x1, x2) = 2x1 + 3x2 avec x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1 + x2 ≤ 4, x2 − x1 ≤ 5.

Nous nous intéressons aux cas d’une région bornée non vide. Et nous avons vu que dans ce cas, il existe au moins
un sommet du polygone qui est extrémal. L’algorithme du simplexe recherche donc la solution sur les sommets.
Le principe, partant d’un sommet de départ (par exemple O) et de passer de sommets en sommets, en améliorant
toujours la valeur de f jusqu’à ce qu’on ne puisse plus changer de sommet sans détériorer la valeur de f (ceci
fonctionne parce que le polygone est convexe). Sur l’exemple précédent, l’algorithme du simplexe aurait parcouru
les commets O, puis D, puis C. Étant en C, passer en B détériore la valeur de f . Le point C est donc la solution.

2 Mise sous forme standard

Un problème de programmation linéaire est sous forme standard s’il consiste à maximiser une fonction, si toutes
les variables doivent être positives ou nulles, et si les autres contraintes sont des contraintes d’égalité.

L’algorithme du simplexe s’applique à des problèmes mis sous forme standard. La première étape est donc de les
mettre sous cette forme.
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Soit f la fonction à optimiser. Chercher un minimum de f est équivalent à chercher un maximum de −f . Il suffit
donc de changer le signe de f pour se retrouver dans le cas de la recherche d’un maximum.

2.1 Contraintes de positivité

Si une variable n’est pas nécessairement positive dans l’énoncé de départ, on peut la remplacer par la différence
entre deux nouvelles variables, celles-ci devant nécessairement être positives ou nulles.

2.2 Contraintes d’inégalité

Il reste à transformer les contraintes d’inégalité (par exemple x1 − 3x2 ≤ 4) en contraintes d’égalité. Pour cela,
on introduit des variables d’écart. De façon générale, la contrainte c1x1 + ... + ckxk ≥ c0 est transformée en
c1x1 + · · · + ckxk − xk+1 = c0 et xk+1 ≥ 0. De même, la contrainte c1x1 + · · · + ckxk ≤ c0 est transformée en
c1x1 + ...+ckxk+xk+1 = c0 et xk+1 ≥ 0. Dans notre exemple précédent, nous obtiendrions donc : x1−3x2 +x3 = 4
et x3 ≥ 0.

2.3 Exemple de mise sous forme standard

Reprenons le système du début de chapitre : Maximiser f(x1, x2) = 2x1 + 3x2 sous contrainte que x2 − x1 ≤ 2,
x1 + x2 ≤ 4, 2x2 − x1 ≥ −2, avec x1 ≥ 0 et x2 ≥ 0. Après mise sous forme standard, nous obtenons :
– fonction à maximiser : f(x1, x2) = 2x1 + 3x2

– contraintes d’égalité  −x1 + x2 + x3 = 2
x1 + x2 + x4 = 4

−x1 + 2x2 − x5 = −2

– (x1, x2, x3, x4 et x5) positifs ou nuls

3 Algorithme du simplexe

Dans cette section, nous allons voir une première méthode pour résoudre un problème de programmation linéaire.

En premier lieu, le problème doit être mis sous forme standard. Il ne doit alors plus contenir comme contrainte que
des égalités, ainsi que le caractère positif ou nul de toutes les variables. Les équations de départ doivent donc être
modifiées pour être mises sous cette forme.

Dans un second temps, remarquons qu’aux sommets du polygone représentant les contraintes, certaines variables
sont nulles et d’autres non. En effet, sur chaque segment correspondant à une inégalité, la variable d’écart est
nulle. À l’intersection de deux segments, il y a donc deux variables nulles. Dans la suite, les variables nulles sur
un sommet seront appelées les variables hors base de ce sommet. Les autres seront les variables de base pour ce
sommet.

L’idée de l’algorithme du simplexe est d’exprimer le système d’équations de façon à obtenir une expression des
variables de base en fonction des variables hors base. La valeur des variables de base est donc très simple à calculer
puisque les variables hors base sont nulles. De la même façon, en chaque sommet, f sera exprimé en fonction des
variables hors-base.

3.1 Tableau du simplexe

Le tableau du simplexe est un tableau qui récapitule le système d’équation en un certain sommet. Au point O
(nous verrons par la suite quoi faire si O n’est pas un sommet du polygone), les variables x1 et x2 sont nulles. Les
variables de base sont donc les variables d’écart x3, x4 et x5. Si nous recopions les équations ainsi :
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x1 x2 x3 x4 x5 b base
-1 1 1 0 0 2 x3

1 1 0 1 0 4 x4

-1 2 0 0 -1 -2 x5

Dans la colonne de droite figurent les variables de base. Chaque ligne permet d’exprimer une variable de base en
fonction des variables hors-base. Par exemple la ligne 1 se lit :

−1× x1 + 1× x2 + 1× x3 = 2

Ce qui est équivalent à :
x3 = 2 + x1 − x2

Nous voyons que dans la colonne qui correspond à une variable de base, il ne peut y avoir qu’un terme non nul,
qui est situé sur la même ligne que le nom de la variable dans la colonne ((base)).

À présent, ajoutons l’expression de f dans le tableau, que nous appellerons tableau du simplexe :

x1 x2 x3 x4 x5 f b base
-1 1 1 0 0 0 2 x3

1 1 0 1 0 0 4 x4

-1 2 0 0 -1 0 -2 x5

-2 -3 0 0 0 1 0

La dernière ligne se lit :
−2x1 − 3x2 + f = 0

ce qui donne bien l’expression de f .

3.2 Itérations de l’algorithme

Le tableau précédent résume la situation au point O. Nous voyons que ce point n’est pas optimal car il y a des valeurs
négatives sur la dernière ligne. Par conséquent, augmenter une de ces variables permettra d’augmenter f . Nous avons
le choix entre augmenter la valeur de x1 ou x2 (toutes les deux nulles pour l’instant). Nous choisissons d’augmenter
x2 car son coefficient est plus élevé (une augmentation de 1 sur x2 augmentera plus f qu’une augmentation de 1 sur
x1). En augmentant la valeur de x2, celle-ci ne sera plus nulle. Par conséquent x2 deviendra une variable de base.
Si nous augmentons x2 jusqu’à un sommet du polygone, nous savons qu’une variable deviendra nulle (et deviendra
hors-base). Cette variable est la première variable qui s’annulera si on augmente la valeur de x2.

Une variable de base xi s’exprime à partir du tableau du simplexe par :

ci1x1 + ci2x2 + ciixi + bi = 0

Par conséquent :

xi =
−1
cii

(ci1x1 + ci2x2 + bi)

Or, la variable x1 est nulle :

xi =
−1
cii

(ci2x2 + bi)

La variable xi s’annule donc en :

x2 =
−bi
ci2

En divisant la colonne b par la colonne x2 du tableau, nous obtenons :

2
4
-1
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La variable x3 s’annule donc pour x2 = 2, la variable x4 pour x2 = 4 et la variable x5 pour x2 = −1. En conséquence,
c’est la variable x3 qui s’annule la première. Et finalement, nous devons recalculer le tableau du simplexe pour un
nouveau sommet pour lequel x2 sera une variable de base et x3 sera hors-base.

Cette opération est assez simple et s’apparente à la méthode du pivot de Gauss. Dans la ligne correspondant à x3,
nous divisons tous les nombres par un coefficient de façon à avoir un 1 dans la colonne correspondant à x2, puis
par combinaison linéaire de cette nouvelle ligne avec les autres, nous annulons tous les coefficients de la colonne
x2 :

x1 x2 x3 x4 x5 f b base
-1 1 1 0 0 0 2 x2

2 0 -1 1 0 0 2 x4

1 0 -2 0 -1 0 -6 x5

-5 0 3 0 0 1 6

Cette opération revient tout simplement à exprimer de nouveau les variables hors-base et f en fonction des variables
de base.

Nous devons à présent nous trouver sur un nouveau sommet du polygone. En effet les variables nulles sont x1 et
x3. En conséquence : x2 = 2, x4 = 2, x5 = 6. Nous nous trouvons au point (0, 2), c’est à dire au point D.

De nouveau, une augmentation de f est possible, en augmentant la valeur de x1. La variable x1 devient donc une
variable de base. Divisons la colonne b par la colonne x1 :

-2
1
-6

La variable hors base qui s’annule pour la plus petite valeur positive de x1 est donc x4, qui devient hors base. On
calcule le nouveau tableau du simplexe :

x1 x2 x3 x4 x5 f b base
0 1 −1

2
1
2 0 0 3 x2

1 0 −1
2

1
2 0 0 1 x1

0 0 −3
2

−1
2 -1 0 -7 x5

0 0 1
2

5
2 0 1 11

Dans le nouveau tableau, nous avons une expression de f en fonction de x3 et x4, et nous constatons que f est
maximale pour x3 = 0 et x4 = 0 puisque tous les coefficients de la dernière ligne sont positifs. Par conséquent,
l’algorithme est terminé. Le tableau nous permet d’obtenir la valeur de f et des autres variables en ce point : x3

et x4 sont des variables de base donc sont nulles, et par suite, x1 = 1, x2 = 3, x5 = 7 et f = 11.

Le maximum de la fonction f est 11, et il est atteint en x1 = 1 et x2 = 3 c’est à dire au point C.

3.3 Extensions à plus de 2 dimensions

Naturellement, l’algorithme du simplexe n’est utilisé en pratique que si le système est composé de milliers de
variables. Dans ce cas, on ne dispose pas de la représentation graphique et les itérations du tableau du simplexe
sont purement mécaniques, et ne présentent aucune difficulté supplémentaire par rapport à l’exemple précédent.

3.4 Choix du point de départ de l’algorithme

Nous venons de voir l’algorithme du simplexe dans le cas où l’origine est un point réalisable (i.e. satisfait les
contraintes). Déterminer un point réalisable si l’origine n’en est pas un nécessite la résolution d’un autre problème
linéaire appelé problème auxiliaire.

Un tel cas survient, par exemple, avec la contrainte (qui exclut l’origine du polygone des solutions possibles) :

3x1 + 2x2 ≥ 2
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L’introduction de la variable d’écart x3 donne :

3x1 + 2x2 − x3 = 2

Dans ce cas, le point x1 = x2 = 0 n’est pas réalisable (nous pouvions le voir avant d’avoir introduit la variable
d’écart) puisque x3 doit être positif1. Dans un tel cas, il faut ajouter une variable auxiliaire à la contrainte, qui
devient :

3x1 + 2x2 − x3 + w1 = 2

Si k contraintes sont concernées par ce problème, alors, il faudra ajouter k variables auxiliaires w1...wk.

Le nouveau problème comporte k variables supplémentaires et on lui trouve facilement une solution réalisable :
x1 = x2 = x3 = 0 dans notre exemple. Il reste donc à résoudre ce nouveau problème, en maximisant un nouvel
objectif : g = −∑i=k

i=1 wi. Les wi étant positifs, g est négatif. On maximise donc l’objectif dans l’espoir d’obtenir un
point tel que g = 0. Si un tel point existe, les variables hors base donneront les coordonnées d’un point réalisable
pour le problème de départ qu’on pourra résoudre normalement. Si on n’obtient pas g = 0, c’est que le problème
de départ n’a pas de solution réalisable, et, en quelque sorte, le problème est aussi résolu.

1De façon systématique, s’il y a une seule variable d’écart et que son signe est opposé à celui du second membre, alors la contrainte
n’est pas réalisable.



Annexe A

Givens et Householder

1 Matrices de Givens

La matrice de Givens Gpqθ est la matrice de rotation d’angle θ dans le plan des vecteurs de base (ep, eq) :

Gpqθ =



1 0 · · · 0 · · · 0 · · · · · · 0

0
. . .

...
...

...
... 1

...
...

...
0 · · · · · · cos θ · · · sin θ · · · · · · 0
...

...
...

...
0 · · · · · · − sin θ · · · cos θ · · · · · · 0
...

...
... 1

...
...

...
...

. . . 0
0 · · · · · · 0 · · · 0 · · · 0 1



p

q

Cette matrice est utilisée pour annuler, par produit, certains coefficients d’une matrice symétrique. Considérons le
produit Gpqθ

T
AGpqθ : la multiplication par G ou sa transposée ne modifie que les colonnes et les lignes p et q.

Si nous notons C = (cij) = GTAG, on obtient :

si i /∈ {p, q} et j /∈ {p, q}, cij = aij
si j /∈ {p, q} cpj = cos θ apj − sin θ aqj
si j /∈ {p, q} cqj = sin θ apj + cos θ aqj

cpq = cos θ sin θ (app − aqq) + (cos2 θ − sin2 θ)apq
cpp = cos2 θ app + sin2 θ aqq − 2 cos θ sin θ apq
cqq = sin2 θ app + cos2 θ aqq + 2 cos θ sin θ apq

Comment choisir l’angle θ tel que cpq (et incidemment cqp), avec p < q, soit nul ?

cos θ sin θ (app − aqq) + (cos2 θ − sin2 θ)apq = 0
− sin 2θ (app − aqq) = 2 cos 2θ apq

En conséquence, si app = aqq, θ = π
4 et sinon, tan 2θ = 2apq

aqq−app
. Il est possible de calculer tous les coefficient de C

à partir de la valeur de tan 2θ ainsi obtenue.

L’algorithme de calcul devient alors :
– calculer µ = aqq−app

2apq
, ce qui est possible si apq est non nul (fait par ailleurs probable puisqu’on souhaite annu-

ler apq) ;
– si µ = 0, t← 1, sinon, t← −µ+ sgn(µ)

√
1 + µ2 (t vaut maintenant tan θ)1 ;

– c← 1√
1+t2

(c vaut maintenant cos θ)
– s← ct (s vaut maintenant sin θ)
On peut réécrire les relations donnant les coefficients de C à partir de ceux de A uniquement en utilisant c, s et t.

1Penser que tan 2θ = 2 tan θ
1−tan2 θ

.
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2 Matrices de Householder

2.1 Construction d’une matrice de Householder

Nous définirons la matrice carrée de Householder d’ordre n, Hn(β, v) (avec β ∈ R et v ∈ Rn), par :

Hn(β, v) = In − 1
β
vvT

Nous devrons déterminer la matrice Hn, de telle sorte que Hn(β, v).a = αe où a est un vecteur de taille n (a1, ..., an)
non nul et e est le vecteur de taille n (1, 0, ..., 0). La matrice Hn(β, v) qui convient est définie par :

α = − sgn(a1)
√∑i=n

i=1 a
2
i

β = α2 − αa1

v = (a1 − α, a2, a3, ..., an)

Le calcul de Hn(β, v).b, où b est un vecteur quelconque, s’effectue alors rapidement de la façon suivante : γ = 1
β v

T b,
puis Hb = b− γv
Déterminer la matrice H se fait donc en O(n), et effectuer le produit de matrice H par un vecteur quelconque est
aussi en O(n).

Vérifions à présent que nous avons bien Hn(β, v).a = αe avec les paramètres ci-dessus :

vTa

β
=

[a1(a1 − α)] +
[∑n

2 a
2
i

]
α2 − αa1

=

[
a2

1 − αa1

]
+
[
α2 − a2

1

]
α2 − αa1

= 1

Donc :

H.a = a− 1
β
vvTa = a− v

(
1
β
vTa

)
= a− v = αe

Notons qu’en plus d’être clairement symétriques, les matrices de Householder sont orthogonales.

2.2 Annulation d’une partie d’une colonne

Dans la suite, nous supposerons que A est une matrice de Rm×n (m ≥ n), k ≤ n et l ≤ m. Nous cherchons H ∈ Rm
telle que B = HA vérifie : ∀j > l, bjk = 0

Soit Hm(β, v) une matrice de Householder telle que v ait ses l − 1 premières composantes nulles. Le produit HA
peut alors s’effectuer par blocs, comme indiqué sur la figure suivante. De plus, la matrice H ′ est encore une matrice
de Householder. Le problème se ramène donc à celui de l’annulation de tous les coefficients, sauf le premier, d’une
colonne de la matrice A2.

×
0

0

k

l

l
−

1
m
−

l
+

1

k − 1 n− k + 1

A1

H ′A2

××

×

k

l

l
−

1
m
−

l
+

1

k − 1 n− k + 1

A1

A2

=×

l
−

1
m
−

l
+

1

l − 1 m− l + 1

1

1

H ′

0

0

Ce sous problème est immédiat avec les définitions que nous avons données plus avant. Il suffit de choisir :
α = − sgn(alk)

√∑i=m
i=l a

2
ik

β = α2 − αalk
v = (alk − α, al+1,k, ..., amk)
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pour obtenir la matrice H ′ et donc la matrice H.

Cette technique, qui permet de placer des 0 dans une colonne sera utilisée pour la factorisation QR (triangulation)
et pour l’obtention d’une matrice de Hessenberg dans le cadre de la recherche de valeurs propres.
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[8] André Fortin. Analyse numérique pour ingénieurs. Presses internationales polytechnique, 2001. 519.6(FOR).
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[16] Jean-Etienne Rombaldi. Algorithmique numérique et Ada. Masson, 1994. ISBN 2225843848, 681.3.06(AD)
ROM.

[17] Lionel Sainsaulieu. Calcul scientifique : cours et exercices corrigés. Dunod, 1999. 510(SAI) Éléments finis.
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Travaux dirigés

TD I : Calculs en virgule flottante

Nous allons ici évoquer certains des problèmes de calcul en virgule flottante. Pour cela, plutôt que d’utiliser le
format simple précision standard (1 bit de signe, 8 bits d’exposant et 23 bits de mantisse), nous utiliserons un
format composé d’1 bit de signe, de deux bits d’exposant, et de deux bits de mantisse.

Question 1 – Interprétation des codes
Le biais (127 pour les simple précision ordinaires) vaut ici 1. Donnez l’interprétation des nombres dans ce format.
Donnez les plus petits et les plus grands nombres normalisés et dénormalisés finis non nuls.

Question 2 – Axe réel
Représentez sur l’axe réel les nombres normalisés et dénormalisés représentables dans ce format.

Question 3 – Addition
Réalisez et discutez les opérations suivantes :

2.5 + 0.25
1.5 + 1.75

Question 4 – Non associativité
Réalisez les deux opérations suivante :

(3 + 0.25) + 0.25
3 + (0.25 + 0.25)

On suppose que la représentation d’un nombre réel x est x̄. Nous avons : x̄ = x(1 + ε). Quelles sont les conditions
sur x, y, et z pour que le calcul (x+ y) + z donne un meilleur résultat que le calcul x+ (y + z).

TD II : Systèmes linéaires

Question 1 – Méthode d’élimination de Gauss
On souhaite résoudre le système :

3 x1 + x2 + 6 x3 = 2
2 x1 + x2 + 3 x3 = 7

x1 + x2 + x3 = 4
Utilisez la méthode de Gauss avec pivot partiel puis pivot total pour résoudre cette méthode.

Question 2 – Décomposition de Crout et de Cholesky
2-1 – Décomposez la matrice suivante en produit LU où L est trianglaire inférieure à diagonale unité et U est
triangulaire supérieure.

A =

 3 1 7
2 2 3
2 1 1


2-2 – Proposez un algorithme pour la décomposition LU .

2-3 – Décomposez la matrice suivante en produit LLT où L est triangulaire inférieure :

A =

 2 2 3
2 9 1
3 1 7


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2-4 – Proposez un algorithme qui calcule la factorisation LLT

Question 3 – Inversion de matrice
Inversez la matrice :  3 1 6

2 1 3
1 1 1


en utilisant la méthode de Gauss-Jordan.
Vous pouvez utiliser ce résultat pour vérifier la reponse à la question 1.

Question 4 – Factorisation QR
Calculez la décomposition QR de la matrice :  1 4 3

2 10 2
−2 −3 2


en utilisant la méthode de Householder.

TD III : Calcul matriciel

Question 1 – Calcul de déterminant
Une matrice tridiagonale bande est de la forme :



a1 b1
c2 a2 b2

c3 a3 b3
. . . . . . . . .

cn−1 an−1 bn−1

cn an


Donnez une formule permettant de calculer son déterminant efficacement. Déduisez-en un algorithme de calcul du
déterminant d’une matrice tridiagonale.

Question 2 – Valeurs propres - Ruthishauser
Considérons la matrice :

A =
(

3 2
1 1

)
Réalisez 2 itérations de la méthode de Ruthishauser. Vous devez obtenir une valeur approchée d’une des valeurs
propres de A. Proposez un programme Matlab qui calcule toutes les valeurs propres par cette méthode à une
précision donnée.
Naturellement, pour une matrice de cette taille, il est tout à fait possible de calculer les valeurs propres exactement.
Vous disposez donc d’un moyen pour vérifier vos calculs...

Question 3 – Valeurs propres - QR
Sachant que la mise sous forme Hessenberg d’une matrice est réalisée par la fonction h=hess(a) en Matlab, et que
la factorisation QR est obtenue avec [q r]=qr(a), écrivez un programme Matlab qui calcule les valeurs propres
d’une matrice.

Question 4 – Décomposition en valeurs singulières
Commencez par écrire une fonction qriter(A,n) qui opère n itérations qr sur la matrice A pour la rendre
diagonale. Utilisez cette fonction, toujours paramétrée par n pour écrire vous même un outil de décomposition en
valeurs singulières.
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TD IV : Équations différentielles

Question 1 – Méthodes d’Euler
On s’intérresse à un problème de la forme : {

y′(t) = f(t, y(t))
y(t0) = y0

1-1 – Écrivez une fonction Matlab qui résout cette équation différentielle en utilisant la méthode d’Euler (expli-
cite). La fonction prendra en paramètres f , t0, y0, tmax et le pas de calcul. On supposera que t0 est une des deux
bornes de l’intervalle de calcul (l’autre étant tmax). On gèrera les deux cas : t0 < tmax et tmax < t0.

1-2 – La méthode d’Euler implicite est obtenue à partir du développement de Taylor de y((t + h) − h). Donnez
l’expression de yi obtenue par cette méthode. Écrivez une fonction Matlab qui l’implante.

Question 2 – Méthode de Runge-Kutta d’ordre 2
2-1 – Écrivez une fonction Matlab qui résout une équation différentielle en utilisant la méthode de Runge-Kutta
d’ordre 2 (variante du point milieu). Le problème aura la même forme que précédemment. La fonction prendra en
paramètres f , t0, y0, tmax et le pas de calcul.

2-2 – Proposez une implantation du même algorithme en C.

Question 3 – Méthode d’Adams
On se propose ici d’écrire une fonction Matlab qui résout une équation différentielle du même type que les
précédentes en utilisant les formules d’Adams ouvertes à l’ordre 3. Comment initialiser le processus ?

Question 4 – Conditions aux limites
Nous traitons le cas suivant :

y′′(x) = A(x)y′(x) +B(x)y(x) + C(x) A(x), B(x), C(x) sont des polynômes en x

avec pour conditions aux limites : {
y(a) = ya
y(b) = yb

Nous supposons avoir résolu deux fois cette équation (numériquement) avec pour conditions aux limites :{
y(a) = ya
y′(a) = 0

puis {
y(a) = ya
y′(a) = 1

Les solutions respectives sont y0(x) et y1(x)
Déduisez-en la solution numérique de l’équation de départ.

Question 5 – Erreur de troncature
Évaluez l’erreur de troncature par pas de la méthode d’Euler explicite.

TD V : Équations aux dérivées partielles

Question 1 – Équation de la diffusion
L’équation de la diffusion est :

∂u

∂t
= σ

∂2u

∂x2

1-1 – Retrouvez le schéma de Dufort et Frankel :
Um,n+1 − Um,n−1

2∆t
− σUm−1,n − Um,n+1 − Um,n−1 + Um+1,n

∆x2
= 0

Étudiez-en la consistance et la stabilité.



62 Méthodes numériques – Gea 2– 2007-2008

1-2 – Étudiez la consistance et la stabilité du schéma implicite suivant :

Um,n+1 = Um,n + r(Um−1,n+1 − 2Um,n+1 + Um+1,n+1)

Question 2 – Équation des ondes
L’équation des ondes est de la forme :

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
= 0

2-1 – Étudiez la consistance et la stabilité du schéma (avec r = c2∆t2

∆x2 ) :

Um,n+1 = 2(1− r)Um,n + r (Um−1,n + Um+1,n)− Um,n−1

2-2 – Proposez un schéma de discrétisation implicite faisant intervenir trois niveaux de temps.

2-3 – Étudiez-en la consistance et la stabilité.

Question 3 – Équation de Laplace
On se propose ici de résoudre l’équation de Laplace sur une grille N ×N . Les valeurs de u sont imposées au centre
de la grille (u0) et sur son pourtour (ue).

3-1 – Donnez le schéma discret de résolution.

3-2 – Proposez un algorithme de résolution.

TD VI : Méthode des moindres carrés*

Disposant d’un ensemble de n+ 1 mesures (xi, yi)i∈[[0..n]], on recherche une fonction g qui minimise l’erreur f(x) =∑i=n
i=0 (yi − g(xi))2.

Nous allons exprimer g comme combinaison linéaire de polynômes orthogonaux Tl(x) définis sur [−1, 1].

Question 1 – Erreur au sens des moindres carrés
En supposant que Tl est de degré l, écrivez l’erreur (au sens des moindres carrés) que l’on commet en approchant
f par un polynôme de degré l exprimé dans la base des Tj .

Question 2 – Système linéaire à résoudre

2-1 – À quelles conditions un minimum de S est-il atteint ?

2-2 – Donnez ces relations sous forme matricielle.

Question 3 – Polynômes de Tchebychev
Les polynômes de Tchebychev vérifient :

∀(n, θ) ∈ N× [0, π], Tn(cos(θ)) = cos(nθ)

3-1 – Vérifiez que les Tl forment une famille de polynômes orthogonaux pour la fonction poids : p(x) = (1−x2)
1
2 .

On rappelle qu’une famille de polynômes Tl définis sur [−1, 1] est orthognale pour le poids p(x) si :

m 6= n⇒
∫ 1

−1

Tm(x)Tn(x)p(x) dx = 0

3-2 – Supposons que les points de mesure soient :

∀i ∈ [[0..n]] , xi = cos
(

2i+ 1
2n+ 2

π

)
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Montrez que dans ce cas :
i=n∑
i=0

Tj(xi)Tk(xi) =
n+ 1

2
δjk(1 + δj0)

où δjk = 1 si k = j et δjk = 0 sinon.

3-3 – Utilisez ce résultat pour calculer les coordonnées de g dans la base formée des polynômes de Tchebychev.

3-4 – Pour calculer les valeurs du polynôme, on peut utliser la relation de récurrence : T0(x) = 1
T1(x) = x

∀l > 1, Tl(x) = 2xTl−1(x)− Tl−2(x)
avec − 1 ≤ x ≤ 1

Démontrez cette relation.

TD VII : Méthode du gradient conjugué

On souhaite résoudre le système Ax = b où A est symétrique et définie positive.

Question 1 – Problème de minimisation

1-1 – Montrer que la valeur x∗ qui vérifie Ax∗ = b est aussi la valeur qui minimise :

f(x) =
1
2
<Ax|x>−<b|x>

1-2 – Ce minimum est approché en itérant la suite : xk+1 = xk + αkpk où αk est un scalaire et pk est un vecteur
(c’est la direction de descente). Calculez la valeur de αk qui minimise xk+1.

Question 2 – Direction de descente
La méthode du gradient conjugué consiste à choisir une direction de descente pk qui vérifie : <pk−1|Apk> = 0. On
cherche une telle direction de la forme : ∀k > 0, pk = −rk + βk−1pk−1 avec rk = Axk − b et p0 = −r0.

2-1 – Calculez βk−1.

2-2 – En utilisant la valeur de αk calculée plus haut, montrez que : <pk|rk+1> = 0.

2-3 – Montrez que <Pk|rk> = −<rk|rk>. Déduisez en que : pk = 0 ⇒ ‖rk‖ = 0. Quand peut-on stopper les
itérations ?

2-4 – Montrez que <rk−1|rk> = 0.

2-5 – Montrez que βk−1 peut ausi s’écrire :

βk−1 =
‖rk‖2
‖rk−1‖2

Question 3 – Convergence*
Nous admettrons ici la propriété suivante :

∀(i, j)/ 0 ≤ j < i ≤ N,<pi|Apj> = 0

Cette propriété signifie que les directions de descente sont A-orthogonales. Nous admettrons de plus que si A est
de dimension N , il est impossible d’avoir plus de N vecteurs non-nuls A-orthogonaux.

3-1 – Montrez qu’il existe l ≤ N tel que pl = 0.

3-2 – Montrez que si pl = 0, alors xl = x∗.

3-3 – Que pouvez-vous en déduire sur l’algorithme du gradient conjugué ? Qu’en est-il a priori de la méthode
numérique associée ?

Question 4 – Algorithme*
Proposez un algorithme implantant la méthode du gradient conjugué.


